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Presentacion

EL PROGRAMA DE EsTuDIO para la Formacion
Diferenciada en Matematica para Cuarto Afio
de Educacion Media, se orienta a la profundi-
zacion en algunos temas y a la apertura a nuevos
conceptos, siempre en el marco ya definido para
la Formacion General como un proceso de cons-
truccion y adquisicion de habilidades
intelectuales, en especial las relativas a proce-
so0s de abstraccion y generalizacion, formulacion
de conjeturas, proposicion de encadenamien-
tos argumentativos y la utilizacion y analisis de
modelos que permitan describir y predecir el
comportamiento de algunos fendémenos en di-
Versos contextos.

En este programa de estudio se propone
como primera unidad un estudio centrado en
procesos infinitos, en el que se perfila el con-
cepto de iteraciones sucesivas dando cabida a
los fractales, tema que se ha desarrollado en el
siglo XX, junto con otros temas ya tradiciona-
les de la mateméatica como progresiones
aritméticas y geomeétricas, y series. Interesa que
los alumnos y alumnas continten el desarrollo
de sus capacidades de abstraccion; que tengan
claras distinciones sobre los casos particulares
y las generalizaciones y que lleguen a utilizar
algunas técnicas de demostracion.

La segunda unidad se organiza en torno a
las funciones polinomiales; durante los afios an-
teriores, los alumnos y alumnas han tenido
contacto con funciones de este tipo; ahora es el
momento de generalizar y estudiarlas como un
concepto en si, relacionandolas con propieda-
des de sistemas numéricos conocidos pero no
estudiados desde su estructuracion algebraica;
sin colocar en el primer plano la estructura de
anillo de los nimeros enteros, se busca perfilar

las propiedades algebraicas presentes tanto en
los nimeros enteros como en los polinomios
definidos en dicho conjunto.

El eje temético de la tercera unidad lo
constituye el estudio de las funciones trigono-
métricas; en tercer afio, a propdésito de la
semejanza de triangulos rectangulos, se definie-
ron las funciones trigonométricas seno y coseno;
en este programa se plantea la ampliacion al
estudio de las otras funciones trigonométricas
y la profundizacion en el andlisis de los gréafi-
cos correspondientes, el estudio de sus
propiedades y las aplicaciones en la resolucidn
de problemas.

Para el mejor desarrollo de esta unidad, es
conveniente la utilizacién de un programa com-
putacional como el Graphmatica que se puede
bajar gratuitamente desde internet en la direc-
cién: www. graphmatica.com en su versién en
espafiol, u otros disponibles en los respectivos
establecimientos educacionales; también resul-
taran Utiles las calculadoras gréficas.

Organizacidn del programa

Este programa se organiza en torno a tres uni-
dades:

Unidad 1: Procesos infinitos

Unidad 2: Funciones polinomiales

Unidad 3: Funciones trigonométricas

Las coordinaciones con el programa de Forma-
cién General son importantes y necesarias para
que los estudiantes puedan tener, durante el afio,
una secuencia coherente de los temas en estudio.

La primera unidad, centrada en procesos
infinitos, propone el desarrollo de procesos de
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iteracion lo que da cabida natural al conocimien-
to y estudio inicial de los fractales, tema que se
ha desarrollado principalmente en la segunda
mitad del siglo XX. Ademas, el estudio de pro-
gresiones aritméticas, geométricas y algunas
series, permite profundizar en la utilizacion y el
sentido del lenguaje matematico.

El tema de las funciones es central en la or-
ganizacion del programa de estudio para los cuatro
afios de Educacion Media; la segunda unidad de
este programa propone, en paralelo con el trabajo
de las funciones potencia, exponencial y logarit-
mica en la formacion comun, el estudio de las
funciones polinomiales. Continuando con las fun-
ciones, se plantea el estudio de las funciones
trigonométricas en la tercera unidad.

Organizacién interna de cada unidad

Cada unidad, en forma similar a todos los pro-

gramas de matematica para la Educacion Media,

se estructura considerando los siguientes puntos:

+ Contenidos

» Aprendizajes esperados

» Orientaciones didacticas

» Actividades para el aprendizaje complemen-
tadas con ejemplos

» Actividades para la evaluacion y ejemplos

A continuacion se plantea una breve descrip-
cién de cada uno de estos elementos.

CONTENIDOS

Los contenidos corresponden a los sefialados
en el marco curricular. Con el propoésito de en-
fatizar y/o clarificar algunos de ellos se han
desglosado en contenidos mas especificos.

APRENDIZAJES ESPERADOS

Expresan las capacidades y competencias que
se busca que los alumnos y alumnas logren, con-
siderando los contenidos de cada unidad y los
objetivos fundamentales para la formacion di-
ferenciada especifica. Su nimero es variable por
unidad.

Los aprendizajes esperados orientan el pro-
ceso pedagdgico y dan una direccién al proceso
de aprendizaje. En consecuencia son determi-
nantes para definir los criterios de evaluacion.

ORIENTACIONES DIDACTICAS

En este punto se precisan los focos de la uni-
dad; se incorporan comentarios pedagogicos
relativos al aprendizaje del temay sus relacio-
nes intramatematicas.

ACTIVIDADES PARA EL APRENDIZAJE Y EJEMPLOS
Las actividades explicitan acciones y procesos
que importa e interesa que vivan los alumnos y
las alumnas para el logro de los aprendizajes
esperados. No existe una correspondencia biuni-
voca entre los aprendizajes esperados y las
actividades; una actividad puede estar al servi-
cio de varios aprendizajes esperados; ademas,
la dindmica que se dé en el desarrollo de la cla-
se puede favorecer mas a unos que a otros.

Para la realizacién de cada actividad se su-
gieren ejemplos que pueden ser implementados
tal cual se propone en el programa, adaptados a
la realidad escolar o sustituidos por otros que
se consideren mas pertinentes.

Al hacer estas adecuaciones locales hay que
procurar el desarrollo de las habilidades de pen-
samiento que el programa promueve.
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Para numerosas actividades, los ejemplos selec-
cionados se ordenan segun nivel de dificultad;
todos los ejemplos se complementan con co-
mentarios y sugerencias pedagogicas.

ACTIVIDADES PARA LA EVALUACION Y EJEMPLOS
La evaluacidn se considera parte del proceso de
aprendizaje. Debe proveer al joven y al docente
de la retroalimentacion necesaria como referen-
te para continuar, corregir y orientar las
actividades futuras.

Es recomendable que se evallen diversos as-
pectos del proceso de ensefianza-aprendizaje, y no
solo los resultados de los diversos ejercicios. Cobra
relevancia en esta propuesta observar y evaluar el
tipo de razonamiento utilizado, el método emplea-
do, la originalidad de la o las ideas planteadas. Al
término de cada unidad se incluye un conjunto de
preguntas, propuestas de trabajo y problemas, uti-
lizables como parte de una evaluacion de término
de la unidad. La evaluacion, en consonancia con el
proceso de aprendizaje, aporta a un proceso de in-
tegracion y relacion entre los conceptos.

Los siguientes criterios orientan el proce-
so de evaluacion:

* Resolucion de problemas que involucren
relaciones matematicas
Reconocer la o las incégnitas e interpretar
las preguntas; disefiar una estrategia o plan
de trabajo con los datos; establecer relacio-
nes matematicas entre datos, variables,
incognitas; traducirlas, representar y/o expre-
sar en un lenguaje y simbologia comprensible
y adecuada; seleccionar y aplicar procedi-

mientos; explicitar la respuesta al problema
y analizar su pertinencia.

» Desarrollo de habilidades de razonamien-
to matematico
Conjeturar, relacionar, establecer conclusiones;
organizar y encadenar argumentos matematicos;
demostrar propiedades; reconocer regularidades
numéricas, algebraicas, geométricas.

« QOrganizaciény estructuracion de concep-
tos matematicos
Reconocer la nocion o el concepto involu-
crado; reconocer equivalentes y establecer
relaciones con otras nociones o conceptos;
generalizar, particularizar.

e« Comprension y aplicaciéon de procedi-
mientos rutinarios
Seleccionar y utilizar reglas, algoritmos, for-
mulas y/o formas para realizar calculos o
transformar relaciones matematicas en otras
mas sencillas 0 mas convenientes de acuer-
do al contexto.

Interesa ademas considerar que el aprendizaje
de matematica contribuye al desarrollo de ha-
bilidades en el &mbito de la comunicacion:
analizar e interpretar cuadros, graficos y for-
mulas, traducir de un registro a otro, describir,
explicar ideas y procedimientos, argumentar y
relacionar situaciones de ambitos diversos.

Finalmente, no esta ajeno al aprendizaje de
matematica el desarrollo de actitudes y disposicio-
nes para el estudio y el trabajo: abordar problemas
y desafios; analizar errores; escuchar otros argumen-
tos; expresar criticas fundamentadas.
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Objetivos Fundamentales Transversales y

su presencia en el programa

EL PROGRAMA DE FORMACION DIFERENCIADA de

Matematica de Cuarto Afio Medio, refuerza al-

gunos OF T que tuvieron presencia y oportunidad

de desarrollo en la Educacion Media y adicionan
otros propios de las nuevas unidades.

e Los OFT de ambito crecimiento y autoafir-
macion personal referidos al interés y
capacidad de conocer la realidad y utilizar
el conocimiento y la informacion.

e Los OFT del &mbito desarrollo del pensa-
miento, en especial los relativos a habilidades
de investigacion, a través de las actividades
que suponen seleccion y organizacién de in-
formacion y datos, y las de resolucién de
problemas y de pensamiento légico, a través
del conjunto de contenidos y actividades
orientados al aprendizaje de procesos de abs-
traccion y generalizacién, formulacién de
conjeturas, proposicion de encadenamientos
argumentativos y la utilizacion y analisis de
modelos que permitan describir y predecir el
comportamiento de algunos fendmenos en
diversos contextos. Desarrollo de habilida-
des en el &mbito de la comunicacion: analizar
e interpretar cuadros, graficos y formulas, tra-
ducir de un registro a otro, registrar describir,
explicar ideas, argumentos, relaciones o pro-
cedimientos.

* Los OFT del ambito persona y su entorno
referidos al estudio y al trabajo, y que plan-
tean el desarrollo de actitudes de rigor y
perseverancia, asi como abordar problemas
y desafios; analizar errores; escuchar otros
argumentos, analizarlos; expresar criticas
fundamentadas.

Ademas, el programa se hace cargo de los
OFT de Informatica incorporando en di-
versas actividades y tareas la bUsqueda de
informacion a través de redes de comunica-
cién, empleo de software, y la seleccion de
redes de comunicacion.



Cuarto Afio Medio Matematica Ministerio de Educacién

Objetivos Fundamentales

Las alumnas y los alumnos desarrollaran la capacidad de:

1. Analizar, confrontar y construir estrategias personales para la resolucion de problemas
o desafios que involucren funciones, relaciones entre geometria y progresiones.

2. Conocer y utilizar conceptos y lenguaje matematico asociados a modelacion
matematica y procesos infinitos.

3. Percibir la matematica como una construccion enraizada en la cultura, en evolucion
constante, con estrecha vinculacion a la resolucion de problemas propios o
provenientes de las ciencias.
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Unidades, contenidos y distribucion temporal

Cuadro sinoptico

1

Procesos infinitos

a. Planteo de algunos
problemas geométricos, de
probabilidades o de
matematicas financieras que
involucren la nocién de
sumatoria; introduccion del
simbolo sumatoria.
Propiedades de linealidad,
asociatividad y propiedad
telescopica. Aplicacién de
éstas al calculo de algunas
sumas concretas, por
ejemplo, de los primeros n
nimeros naturales, de sus
cuadrados, de los nimeros
impares.

b. Progresiones aritméticas y
geomeétricas, suma de sus
términos. Aplicacidon a la
resolucién de algunos
problemas geométricos, de
interés compuesto, de
decaimiento radioactivo, de
poblaciones.

c. Series geométricas y
telescopicas. Convergencia
intuitiva de sucesiones y
series.

d. Iteraciones. Nociones
acerca de fractales. Ejemplo
de areas finitas con
perimetro infinito.

e. Uso de programas
computacionales para
manipulacion algebraica,
grafica y simulacion de
procesos.

Tiempo estimado:
30 a 35 horas

Unidades

2

Funciones polinomiales

Contenidos

a. Polinomios de una variable
con coeficientes reales.
Grado. Algoritmo de la
divisién. Funcién polinomial
asociada a un polinomio.
Raices o ceros de
polinomios. Condicion para
que un polinomio sea
divisible por x-a: Teorema
del factor y Teorema del
resto.

b. Factorizacion de polinomios
como producto de factores
lineales y cuadraticos.
Raices racionales de
polinomios con coeficientes
enteros. Aplicacion a la
resolucién de algunas
ecuaciones de grado
superior a 2.

c. Notas histéricas sobre las

ecuaciones de 3°y 4° grado.

Comentarios sobre las
ecuaciones de grado
superior o igual a cinco.

Distribucion temporal

Tiempo estimado:
30 a 35 horas

3

Funciones trigonométricas

a. Medicién de angulos; radian.
Funciones seno, coseno y
tangente en el circulo
unitario. Periodicidad.
Demostracion de las
identidades fundamentales:
sen?A + cos?A = 1;
sen(A+B)y
cos (A + B).

b. Gréfico de las funciones
seno, coseno y tangente.
Valores de estas funciones
para algunos angulos;
valores para los angulos
complementarios.
Preimagenes para algunos
valores de la funcién y
resolucion de ecuaciones
trigonométricas sencillas.
Uso de calculadora
cientifica.

Tiempo estimado:
30 a 35 horas
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Procesos infinitos

Contenidos

a) Planteo de algunos problemas geométricos, de probabilidades o de matematicas
financieras que involucren la nocién de sumatoria; introduccién del simbolo
sumatoria. Propiedades de linealidad, asociatividad y propiedad telescopica.
Aplicacion de éstas al calculo de algunas sumas concretas, por ejemplo, de los
primeros n nimeros naturales, de sus cuadrados, de los nUmeros impares.

b) Progresiones aritméticas y geométricas, suma de sus términos. Aplicacion a la
resolucion de algunos problemas geométricos, de interés compuesto, de decaimiento
radioactivo, de poblaciones.

c) Series geométricas y telescdpicas. Convergencia intuitiva de sucesiones y series.

d) Iteraciones. Nociones acerca de fractales. Ejemplo de &reas finitas con perimetro
infinito.

e) Uso de programas computacionales para manipulacion algebraica, grafica y
simulacién de procesos.
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11

Aprendizajes esperados

Los alumnos y alumnas:

a) Analizan las transformaciones que producen diferentes tipos de
iteraciones y establecen relaciones cuantitativas y cualitativas entre los
objetos que se obtienen.

b) Reconocen que una suma se puede representar en forma compacta por
medio de la notacion de sumatoria. Conocen y aplican propiedades de
ésta y calculan las sumas de algunas series geométricas y telescopicas.

¢) Demuestran generalizaciones sencillas.

d) Conocen las progresiones aritméticas y geométricas; aplican algunas
propiedades en la resolucion de problemas.
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Orientaciones didacticas

El estudio de la geometria fractal es parte hoy en dia de la corriente principal del desarrollo de las
ciencias, particularmente de la matematica. A pesar de que muchos de los conceptos y herramientas
requeridas para su desarrollo son anteriores, la geometria fractal como tal data de 1975 cuando el
matematico Benoit Mandelbrot observd que los fractales no son sélo curiosidades matematicas sino
que mas bien modelan de mejor manera la geometria de la naturaleza. EI noté que objetos tales como
los contornos de las costas, las nubes, las hojas de los helechos y muchas otras “formas irregulares”
podian ser entendidas de mejor manera usando geometria fractal en lugar de geometria euclideana. La
geometria euclideana ha sido Gtil para el ser humano para construir edificios o viviendas en general,
puentes, caminos, etc.; sin embargo, la naturaleza pareciera construir sus objetos de manera diferente.
Por otra parte, el desarrollo de la tecnologia, particularmente de los computadores, ha permitido efec-
tivamente construir y ver figuras que antes era sélo posible imaginar.

En la primera actividad de esta unidad se introducen algunos conceptos basicos de iteracion,
fundamentalmente desde un punto de vista geométrico. Se utilizan, por una parte, para realizar
conexiones con aspectos estudiados en afios anteriores, y por otra, para analizar sucesiones geomé-
tricas invitando a los estudiantes a extender su imaginacion a situaciones limite, vale decir, iteraciones
sucesivas cuyo namero “tienda” a infinito. Ello facilitara la comprensién de las nociones béasicas de
convergencia que se presentan en la actividad 3.

En la segunda actividad se estudia otro tipo de construcciones iterativas, mas bien desde el
punto de vista numérico, considerando particularmente las progresiones aritméticas y geométricas.
En estos casos que pertenecen al acervo cultural clasico de la matematica, aqui se promueve el uso
de demostraciones como culminacion de la construccion de un proceso cognitivo de nivel superior.

En la tercera actividad se introduce el simbolo de la sumatoria (como una notacidn que resume
la suma de una cantidad finita o infinita de ndmeros. Es importante que los alumnos y alumnas
comprendan que en el caso de sumas finitas, éstas siempre pueden calcularse, aunque el nimero de
términos sea grande. Sin embargo, cuando la cantidad de nimeros que se pide sumar es infinita,
puede suceder que dicha suma no pueda calcularse; dicho en términos matematicos, la serie puede
no converger. De alli la importancia que se da a los casos de las series geométricas y telescopicas, en
las que es posible apoyarse fuertemente en la intuicién para una mejor comprension de la nocion de
convergencia, ya trabajada a nivel geométrico en la actividad 1.
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Actividad 1

Realizan procesos de iteracion geométrica; analizan las posiciones relativas que
toman las figuras y calculan las areas y perimetros correspondientes.

Ejemplo A
Iteracidn por reduccion

Reduzca un cuadrado utilizando la siguiente regla de iteracion: reducir cada trazo de la figura
de modo que, en la figura que continda, el trazo correspondiente tenga una longitud igual a la

mitad del anterior.

i) Analizar las variaciones de areay perimetro, en la sucesion de cuadrados que se obtiene,
si el lado del cuadrado inicial mide 4 cm.

i) Analizar las variaciones de area y perimetro, en la sucesion de cuadrados que se obtiene,
si el lado del cuadrado inicial mide a cm.

iii) SiP(n)y A(n) representan respectivamente, el perimetro y el rea de la n-ésima iteracion,
¢cuénto vale P(10), A(10), P(100), A(100)?

INDICACIONES AL DOCENTE
Se sugiere que los alumnos y alumnas ordenen la informacion en tablas como la siguiente para

visualizar las relaciones entre los resultados que obtienen.

Arista Perimetro Area
a 4a a’
< 2a ar
a
]

Es recomendable repetir este proceso de iteracion por reduccion con otras figuras como circunferencia,
triangulo equilétero, por ejemplo.
Si es posible, utilizar un programa computacional de geometria, o bien el propio cuadriculado del
cuaderno, tanto para dibujar la sucesién de figuras como para apoyar los céalculos iniciales.
Intuitivamente, se puede analizar qué sucede con el area y el perimetro de la n-ésima figura si n
crece y tiende a infinito.
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Ejemplo B
Iteracion por rotacion

Modifique la posicién de una figura utilizando la siguiente regla de iteracion: rotar una
figura sucesivamente, en angulos de 90° considerando el centro de la figura como centro

de rotacion.

i) Analizar las variaciones de posicidon de una mascara como esta, a la que se aplica

esta iteracion

ii) ¢Qué posicion tendra esta mascara en la figura 46? ;en la nimero 100?

iii) Sienlugarde unamascara, la figura fuera un cuadrado, ;qué cambios se observarian?

iv) ¢Cual sera la posicién de un rectangulo en una iteracion impar si éste fuera sometido
a esta rotacion sucesiva?

v) Silaregla de iteracion fuera rotar la figura en angulos de 45° ;c6mo responderia las
preguntas anteriores?

vi) Silareglade iteracion fuera rotar en 60° considerando el centro de la figura como centro

de rotacion, ¢cual seria la posicion de un tridngulo equilatero en la iteracion 42?

INDICACIONES AL DOCENTE

En forma similar al ejemplo anterior, se puede plantear intuitivamente la nocidn de limite; de acuerdo
a las figuras consideradas en este ejemplo sélo hay limite en el caso de la rotacién sucesiva del
cuadrado en angulos de 90°.

Ejemplo C
Iteracion por remocion

Modifique un triangulo equilatero utilizando la siguiente regla de iteracion: trazar los
segmentos que unen los puntos medios de los lados; borrar o sacar el triangulo del medio

del triangulo original de modo que:

» Los lados de los triangulos resultantes miden la mitad de la longitud de los lados del

triangulo original.
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« Permanecen tres triangulos congruentes entre si.

AY.

i) Analizar las variaciones de area y perimetro, en la sucesion de tridngulos que se

obtiene, si el lado del tridangulo inicial mide 10 cm.

ii) Analizar las variaciones de area y perimetro, en la sucesién de triAngulos que se

obtiene, si el lado del cuadrado inicial mide a cm.

iii) Si P(n)y A(n) representan el perimetro y el area de la n-ésima iteracién, ;cuanto vale
P(4), A(4), P(8), A(8)?

INDICACIONES AL DOCENTE

El fractal asi construido se conoce con el nombre de Triangulo de Sierpinsky. Destacar el hecho que
en la medida en que el perimetro de la figura crece, el rea de la misma decrece. Mas aln, es posible
abrir conversaciones para que los estudiantes descubran que

A(n) . 0sin___, o, encambioP(n) — . cosin__

Incluso es posible imaginar la construccion de una figura geométrica limitada por un triangulo
equilatero que en su interior contenga una figura de perimetro infinito.

Es importante que los estudiantes repitan el ejemplo con otras figuras como las que se ilustran
a continuacion

En este caso se divide un cuadrado en 9 cuadrados congruentes y se quitan o borran el del
centro y los cuadrados adyacentes; permanecen sélo los de los vértices.
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En este otro ejemplo, en cambio, a partir de un cuadrado que se divide en 9 cuadrados congruentes,
se borran los que corresponden a los vértices.

Ejemplo D
Iteracién por copia

Modificar un trazo de longitud 1 utilizando la siguiente regla de iteracion: dividir el segmento
en tres trazos de igual medida; reemplazar el del medio por dos segmentos de esa misma

medida cuyos extremos libres coinciden, como lo indica el dibujo que sigue.

Realice este proceso de iteracion tres veces a partir de un segmento dado. Si el trazo
original mide 1, ;cuanto mide la longitud de la figura en la segunda iteracién?, ;cuanto en

la tercera?, ;cuanto en la décima?
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INDICACIONES AL DOCENTE
Este fractal se conoce con el nombre de curva de Koch.

Si se realiza este mismo proceso en los lados de un triangulo equilatero se obtiene el fractal
conocido como copo de nieve.

Se sugiere abrir un espacio para investigar sobre el tema de la dimension del espacio euclideo y
la dimensién fractal. El sitio http://www.arrakis.es/~sysifus/dimens.htm presenta interesante in-
formacion al respecto.

Ejemplo E

Completar los dibujos que siguen para que, en ambos casos, el tridngulo mas grande sea

un triangulo de Sierpinsky.

i) Revisar estas figuras y los ejemplos C y D; constatar que partes de las figuras son

semejantes con la figura total (autosemejanza).
ii) Buscar en la naturaleza figuras autosemejantes.

iii) Crear otras figuras que incluyan figuras autosemejantes.

INDICACIONES AL DOCENTE
Es importante estimular en los alumnos y alumnas la creatividad y la observacion de estas regulari-
dades.

La hoja del helecho es un ejemplo tipico de autosemejanza en la naturaleza.
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Ejemplo F
Un fractal por remocion en el espacio.

Considerar un cubo que se divide en 27 cubitos congruentes; se retiran los 7 cubos
centrales como lo indica el dibujo. Luego el proceso se repite con cada uno de los 20

cubos restantes.

H B

¢Cuantos cubos se remueven en la segunda iteraciéon?

INDICACIONES AL DOCENTE
Este ejemplo se orienta principalmente a abrir una ventana a fractales en el espacio euclideo tridi-
mensional.
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Actividad 2

Realizan procesos de iteracién numérica. Construyen y analizan progresiones
aritméticas y progresiones geométricas; calculan las respectivas sumas y

demuestran la validez de las férmulas generales.

Ejemplo A

Considerar la funcion f(x) = 1) parax # 1; aplicar sucesivamente esta funcidn, partiendo

de x=5, a las imagenes que se van obteniendo.
Al aplicarla 1000 veces, ¢qué imagen se obtiene?

¢Sucedera lo mismo si se aplica a otros nimeros como 100 o T7?

INDICACIONES AL DOCENTE

Tras la constatacion de los tres nUmeros dados, es importante sefialar que para cualquier nimero
real diferente de O y de 1, se tiene que si

f(x) = 1 entonces

@
- 1 y-_ 1 = 1x - x1
0= == 5%
-X
- -1y = 1 -
0D =125 = -y =

En consecuencia, luego de tres iteraciones se vuelve al nimero original.

Ejemplo B

Identificar, en la siguiente lista, cudl es la regla de iteracion que permite construir estas
sucesiones de nimeros. ;Cuales son progresiones aritméticas y cuales son progresiones
geométricas?

i) 5,11,17,23,29

i) 5,10, 20, 40, 80

iii) 5,7, 10, 14, 19

iv) 5,5,5,5,5,5

v) 1,1,2,3,5,8,13,21

INDICACIONES AL DOCENTE
Es interesante que los alumnos y alumnas constaten que el caso iv) es una progresion aritmética de
diferencia 0 y también una progresion geométrica de razon igual a 1.

Ademas, que el ejemplo v) corresponde a los ocho primeros términos de la sucesion de Fibonacci.
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Ejemplo C
i) Determinar a, b si se sabe que 7, a, b, 19 estan en progresion aritmética.

ii) Determinar el o los valores reales de x si se sabe que (x-2), (x+4), 3x son términos

consecutivos de una progresion geométrica.

INDICACIONES AL DOCENTE
Ademas de conocer los procedimientos utilizados para resolver ambos ejercicios, sera interesante
comentar las soluciones que se obtienen para el segundo ejercicio.

Ejemplo D

Con fésforos, continuar la secuencia de figuras que indica el dibujo que sigue, de modo
que la figura n-ésima esta formada por n cuadrados yuxtapuestos uno a continuacién del
otro; ademas esa figura tiene un cuadrado mas que la figura precedente.

i) ¢Cuantos fésforos son necesarios para construir la figura n-ésima?

ii) Sise construyeran las 10 primeras figuras, ¢ cuantos fésforos en total serian necesarios

para esas 10 figuras?
iii) ¢Cuantos fésforos seran necesarios para construir las 100 primeras figuras?

iv) ¢Cuantos fosforos seran necesarios para construir las n primeras figuras?

INDICACIONES AL DOCENTE
Se puede constatar que se trata de una progresion aritmética.

Para demostrar que la expresion 3n +1 representa el nimero de fosforos necesarios para construir la n-
ésima figura, se puede constatar que a partir del cuadrado inicial se suma cada vez 3 fésforos, que se suma
(n-1) veces 3 fosforos para obtener la n-ésima figura; en consecuencia se obtiene 4 + (n-1) 3=3n+1.Sial
profesor o profesora le parece pertinente, podra utilizar el principio de induccidn para hacer esta demostracién.

En el punto ii) se introduce la suma de términos de una progresion aritmética. Para demostrar
que la suma de los n primeros términos de una progresion aritmética esta dada por nfa,+(n-1)d\ en que
a, es el primer término, d es la diferencia y n el nimero de términos de la progresion, se puede recurrir
a la suma término a término de la progresion en sentido creciente y en sentido decreciente, método
utilizado por Gauss seguin narra la historia, para calcular la suma de los n primeros nimeros naturales.
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Ejemplo E

Determinar la suma de los n primeros nimeros naturales.

INDICACIONES AL DOCENTE
Es importante que los alumnos y alumnas conozcan diferentes maneras de resolver un problema o
de realizar una demostracion.

En este caso después de constatar que los n primeros naturales constituyen una progresion
aritmética cuya suma queremos calcular, se puede recurrir a la suma término a término de dos
secuencias de nimeros naturales, una en orden ascendente y la otra en orden descendente o bien,
aplicar la férmula para el calculo de sumas de n términos de una progresién aritmética o, si se
prefiere, se puede utilizar la representacion geométrica rectangular.

Si el profesor o profesora lo estima pertinente, puede demostrar la igualdad 1 + 2 + ... + n = N(n+1)

utilizando el principio de induccion, relevando la importancia de verificar la igualdad para el caso n = 1.



22 Cuarto Afio Medio Matematica Ministerio de Educacién

Ejemplo F

Determinar la suma de los n primeros nimeros impares.

INDICACIONES AL DOCENTE
Se sugiere recurrir a una representacion grafica como la siguiente para apoyar la generalizacién:

-1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Demostrar la validez de la igualdad 1 + 3 + 5 + ... + (2n-1) = nZ aplicando directamente la formula
para la suma de los n primeros términos de una progresion aritmética.

Ejemplo G

A partir de un cuadrado, generar un cuadrado interior uniendo los puntos medios de los

lados y asi sucesivamente.

¢ Qué tipo de progresiones se generan al considerar las sucesiones de las longitudes de
las aristas, de los perimetros y de las areas de los cuadrados sucesivamente incluidos

unos en otros?
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INDICACIONES AL DOCENTE

Una tabla como la siguiente permite ordenar los datos y visualizar las relaciones entre ellos:

Cuadrado Arista Perimetro Area
1 a 4a a?
2 a2 2av2 &
2 2
3

Los alumnos y alumnas podran constatar que aristas, areas y perimetros se ordenan en progresiones
geomeétricas.

Ejemplo H

El dibujo que sigue representa un ordenamiento de fdsforos, como una especie de arbol en

el que por cada extremo inferior de un fésforo se agregan dos fésforos en la linea siguiente.

/\
ANVAN

AWAVAWA

i) ¢Cuantos fosforos en total son necesarios para hacer una figura de este tipo con cuatro
lineas?

ii) ¢Cuantos fésforos son necesarios para la figura con diez lineas?

iii) ¢Cuantos fosforos seran necesarios para una figura que tiene nlineas?
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INDICACIONES AL DOCENTE
Constatar que en cada fila se duplica el nimero de fésforos de la fila anterior y en consecuencia, es

una progresion geomeétrica.
Un procedimiento ingenioso para determinar el total de fésforos necesarios para la figura n-
ésima es considerar dos fosforos adicionales que se colocan junto a los de la primera linea como lo

indica el dibujo siguiente:

A\
/NN
AWAVAWA

En seguida, se bajan los ahora cuatro fésforos de la primera linea a la segunda, de manera que se
duplican los fésforos de la segunda linea, tal como se ve en el dibujo que sigue.

VANV
AVWAVAWA

Repitiendo la misma accién, se obtiene un dibujo como el siguiente, que permite visualizar una
forma de contar los fésforos necesarios para una figura con tres filas. Originalmente en la tercera
fila hay 8 fosforos, o si se prefiere 22 fosforos. Naturalmente, con la bajada de los de las filas anterio-

res este nimero se duplica.

VAVAVAVAN

Si se continta bajando los fosforos a la cuarta linea, se duplicaran los 24 fésforos que originalmente
estaban en la cuarta linea.
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Una tabla como la siguiente permite ordenar la informacion recogida:

Figura con n filas Cantidad de fésforos
1 2
2 6
3 14
4
n

En consecuencia, para una figura con n filas se necesitaran 2 « 2" - 2 fosforos, 0 2(™1 - 2, 0 si se

prefiere 2(2" - 1).

Se sugiere recurrir a la formula que establece que la suma de los n primeros términos de una

progresion geométrica es igual a: &(1-9)  con q # 1.
1-q

Ejemplo |
Calcular la suma de las siguientes progresiones aritméticas:

i) %+%+(-1)+(§)+...+ (%)

i) (-6)+(-2)+2+6+10+..+2022

Calcular la suma de las siguientes progresiones geométricas:

8

i) 8+§+§+,,,+?g

3 3
i) 1-7+72-73+ .., -7%

INDICACIONES AL DOCENTE

Es necesario que los alumnos y alumnas dispongan de recursos para abordar y resolver ejercicios

como los propuestos.
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Actividad 3

Utilizan el simbolo de sumatoria, aplican sus propiedades y establecen la suma de
algunas series especificas.

Ejemplo A

Calcular las sumas indicadas y establecer el nimero de sumandos en cada caso.

4 5

i) >k ; comparar con Y (j-1)
k=4 j=2
4 6

i) Y (2i-1) ; comparar con Y (2j-5)
i=1 j=3
6 78

i) 3 3 ; comparar con Y 3
n=1 =73
4

iv) ¥ (x - 3)? sabiendo que X, =4;X,=8;X;=-4;x,=0
i=1

INDICACIONES AL DOCENTE
Esta lista de ejercicios permite orientar al uso y sentido del simbolo Y.

Ejemplo B

Calcular

4
) Y K2+ 2k-1
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INDICACIONES AL DOCENTE
El ejercicio i) permite introducir la propiedad aditiva, vale decir

n n n
2a,tb, = Ya +3b,
k=1 k=1 k=1

la que puede ser demostrada en general y utilizando un célculo ya realizado en el ejemplo anterior.

El ejercicio ii) permite introducir y demostrar la propiedad homogénea, vale decir

n n
203 = CYa,
n=1 n=1

y utilizar un célculo ya realizado.

En el ejercicio iii) se aplican ambas propiedades, ademas de la suma de los n primeros naturales.

Ejemplo C

Calcular

n
)3 (k+1)2-Kk2

k=1
n

T

0 3% - )
k=1

INDICACIONES AL DOCENTE
Para una mejor comprension de la propiedad telescdpica de la suma es importante calcular primero
ejemplos en que n asume un valor numérico fijo.

5
S (k+1)2-k2 =22-12+32-22+42-32+52-42+62-52=62 - 12

k=1
Generalizando este ejemplo se puede notar;
n

S(k+1)2-k2=(n+1)2-12 =n2+2n
k=1
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Analogamente se puede desarrollar el otro ejercicio.
Ademas, como se sabe que (k + 1)2 - k? = 2k + 1, se puede anotar:

n n n n
S(k+1)2-k¥ = Y2k+1 = 25k + 1 = n(n+l)+n = n?+2n
k=1 k=1 k=l k=1

que obviamente es la misma solucién obtenida anteriormente.

Ejemplo D

a) Establecer qué sucede con las sumas en los ejercicios siguientes:

10

(e]
iii) ¢Es posible calcular Y1
n=1
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INDICACIONES AL DOCENTE
Es importante que los alumnos y alumnas lleguen a concluir que

[oe]
29"
n=0

puede calcularse si se trata de una sucesion de nimeros en progresion geométrica, cuya razon es |q| < 1
y ademas que las propiedades anteriormente estudiadas se pueden aplicar en estos casos.

Ejemplo E

Demostrar que 0,333... = %

INDICACIONES AL DOCENTE
Se sugiere proponer a los estudiantes que escriban el nimero 0,333... como la suma de una progre-
sion geométrica de la forma

00

3x101+3x102+3x10%+...+3x10"+..=33+10"
i=1

Ejemplo F

i) Analizara, =k?; b, = % a medida que k

n
i) Calcular ¥ (k + 1)2- k% n =20, 100, 1000
k=1

n
iii) Calcular Y % - ﬁ n =20, 100, 1000
k=1

iv) ¢Cual de las sumas telescopicas anteriores puede calcularsesin _____, « ?

0

v) Calcular Z%E—:g - (nzl)

n=1
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INDICACIONES AL DOCENTE

Como %% se acerca a 1 en la medida en que n crece, se puede observar que si a, = (nrll)' entonces

A, = ((n’f%)), de donde, aplicando la propiedad telescdpica, se obtiene 1 - % = %
n+
Ejemplo G

Si se deposita un capital de 1.000.000 de pesos a un interés anual de 6%, calcular el

incremento anual del capital y determinar el capital final al cabo de cinco afios.

INDICACIONES AL DOCENTE
Es interesante analizar dos procedimientos para la resolucion de este problema: uno con mayor
presencia de lo aditivo, y el otro con clara presencia del modelo multiplicativo.

La tabla siguiente ilustra el primero de ellos:

Ne de afio Capital al inicio del afio Interés al término del afio
1 1.000.000 1.000.000 x 0,06=60.000
2 1.060.000 1.060.000 x 0,06=63.600
3 1.123.600 1.123.600 x 0,06=67.416
4 1.191.016 1.191.016 x 0,06=71.461
5 1.262.477 1.262.477 x 0.06=75.749
1.338.226

A partir de este cuadro se puede establecer que la razdn de incremento anual es 1,06, y que en
consecuencia se trata de una progresion geométrica.

La tabla que sigue, en cambio, ilustra el procedimiento con clara presencia del modelo multi-
plicativo:

N° de afio Capital al inicio del afio Capital al término del afio
1 1.000.000 1.000.000 x 1,06
1.000.000 x 1,062
1.000.000 x 1,06°
1.000.000 x 1,06*
1.000.000 x 1,06°

g~ |lw | N
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Las actividades que se proponen a continuacion se complementan con algunos ejemplos. Para cada
ejemplo se propone un conjunto de indicadores que importa tener en cuenta para evaluar el logro de
los aprendizajes esperados por el alumno o alumna.

Estos indicadores son concordantes con los siguientes criterios de evaluacion, ya descritos en
la presentacién de este programa:
* Resolucién de problemas que involucren relaciones matematicas.
» Desarrollo de habilidades de razonamiento matematico.
» Organizacién y estructuracién de conceptos matematicos.
e Comprension y aplicacién de procedimientos rutinarios.

Actividad 1

Realizan iteraciones de figuras geométricas, dibujan las posiciones relativas que

se van obteniendo y calculan las areas y perimetros correspondientes.

Ejemplo A

Realizar el siguiente proceso de iteracidn: modificar un circulo reemplazandolo por dos
circulos cuyos diametros son cada uno la mitad del original yuxtaponiendo uno junto a
otro horizontalmente.

a) Hacer el dibujo de las cuatro primeras iteraciones.

(=)}

¢Qué sucede con la sucesion de los perimetros?

O

¢Qué sucede con la sucesion de las areas?

)

)

)

d) ¢A qué figura tiende la iteracion en el n-ésimo paso si n es un nimero muy grande?

Observar si:

i) dibujan las primeras iteraciones y mantienen la condicion que la suma de los dia-
metros de las circunferencias en una iteracion determinada es igual al diametro de
la circunferencia inicial

ii) conjeturan y constatan sus propuestas sobre areas y/o perimetros

iii) verifican que el area disminuye

iv) verifican que el perimetro permanece constante

v) perciben una recta como la figura a la cual tiende la sucesion de circunferencias
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Actividad 2

Ejemplo B

Realizar el siguiente proceso de iteracién; partir con un cuadrado, dividirlo en cuatro

cuadrados congruentes y remover o borrar el cuadrado del extremo superior derecho.

a

b

Hacer el dibujo de las tres primeras iteraciones.
¢Qué sucede con la sucesion de las aristas de cada cuadrado?
c

d

¢Qué sucede con la sucesion de los perimetros?

= = =

¢Qué sucede con la sucesion de las areas?

Observar si:
i) logran hacer el dibujo de las primeras iteraciones
ii) conjeturan sobre las variaciones de arista, perimetro y areas

iii) verifican que el perimetro permanece constante

iv) verifican que las aristas de cada nuevo cuadrado es la mitad de la arista del cuadrado
anterior
2

v) verifican que las areas disminuyen y que constituyen una serie geométrica de razon 3

Aplican propiedades de las progresiones aritméticas y geométricas.

Ejemplo A
Considerar la sucesién de nimeros dada por
a,=k? k=1,..20

¢Estan estos niumeros en PA?, en PG? Justifique

Observar si:

i) hacen la lista de los primeros nimeros de la sucesion
ii) verifican que no hay una diferencia constante

iii) verifican que no hay una razén constante

Ejemplo B

¢Existe alguna progresién que pueda ser aritmética y geométrica a la vez?

Observar si:

i) descartan inicialmente, sin experimentacion, esta posibilidad
ii) experimentan con algunas sucesiones

iii) proponen una sucesion de términos constantes
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Ejemplo C

Calcular la suma de los siguientes 25 términos

25
Z 3k _ 2k -
k=1

Observar si:
i) hacen la lista de los primeros términos

ii) wverifican que puede escribirse como la diferencia de dos progresiones geométricas
iii) aplican propiedades de la sumatoria
iv) establecen la suma de cada progresion

Ejemplo D

Encontrar la suma de todos los nimeros naturales de dos digitos
Observar si:

i) distinguen el primer término de la progresion

ii) establecen la diferencia

iii) calculan la suma
iv) recurren a la diferencia entre la suma de los 99 y de los 9 primeros nimeros naturales

Actividad 3

Calculan la suma de algunas series especificas.

Ejemplo A

Demostrar que 0,555... = 9

Observar si:

i) expresan el nimero 0,55... como una progresién geométrica
ii) determinan la razén y constatan que es menor que 1
iii) calculan la suma

iv) lo hacen algebraicamente, multiplicando por 10 y haciendo la resta correspondiente
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Funciones polinomiales

Contenidos

a)

b)

Polinomios de una variable con coeficientes reales. Grado. Algoritmo de la division.
Funcién polinomial asociada a un polinomio. Raices o ceros de polinomios.
Condicién para que un polinomio sea divisible por x-a: Teorema del factor y
Teorema del resto.

Factorizacion de polinomios como producto de factores lineales y cuadraticos. Raices
racionales de polinomios con coeficientes enteros. Aplicacion a la resolucion de
algunas ecuaciones de grado superior a 2.

Notas histéricas sobre las ecuaciones de 3° y 4° grado. Comentarios sobre las
ecuaciones de grado superior o igual a cinco.
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Aprendizajes esperados

Los alumnos y alumnas:

a) Conocen los polinomios de una variable, los distinguen de otras
expresiones algebraicas, reconocen su grado y asocian sus raices reales
con las intersecciones de su grafico con el eje x.

b) Relacionan las propiedades de la adicién y multiplicacién de polinomios
con coeficientes enteros con las de la adicién y multiplicacién de los
ndmeros enteros.

c) Conoceny aplican los teoremas del resto y del factor en la transformacién
de polinomios por factorizacion y en la resolucion de ecuaciones.

d) Conocen aspectos de la historia de la resolucion de ecuaciones de grado
3 y superior y valoran el desarrollo de programas y tecnologias que
permiten resolver muchas de éstas.
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Orientaciones didacticas

La resolucién de ecuaciones polinomiales ha estado presente como problema matematico desde los
babilénicos. De hecho, desarrollaron métodos para resolver ecuaciones polinomiales de primer y
segundo grado. Posteriormente, los griegos acometieron el desafio de intentar resolver ecuaciones
de grado 3, cosa que lograron en varias situaciones particulares. Sin embargo, no fue hasta el siglo
XVI en que la actividad de los matematicos italianos permitié a Tartaglia encontrar una férmula
general que permitid resolver cualquier ecuacion cubica, vale decir, determinar todas las raices,
reales y complejas, de un polinomio cubico cualquiera. En el mismo siglo XV1, Ferrari descubrié un
método general para resolver ecuaciones cuarticas. Por mas de 200 afios, los matematicos intenta-
ron infructuosamente encontrar formulas para determinar las raices de polinomios de grado superior
a 4. Sin embargo, no fue hasta el siglo XIX que Galois demostr6 que era imposible encontrar una
formula general que permitiese encontrar las raices de polinomios de grado mayor o igual a 5.

La presente unidad de funciones polinomiales no pretende que los estudiantes conozcan las
formulas generales mencionadas arriba. Los hechos anteriores se sefialan porque pueden servir de
motivacién para que comprendan que, incluso en temas de féacil formulacion, el desarrollo de con-
ceptos e ideas matematicas necesarias para su solucidn requiere de tiempo y del concurso de muchas
mentes creativas.

En la primera actividad de esta unidad se espera que los alumnos y alumnas sean capaces de
distinguir qué funciones son polinomiales de aquellas que no lo son, y puedan reconocer sus carac-
teristicas principales. El uso de la tecnologia para graficar diversas funciones polinomiales facilita
la visualizacion del nimero méaximo de raices reales que puede tener un polinomio con coeficientes
reales (que son los Unicos que se proponen en la unidad), y de esta forma puede llegar a mencionarse
incluso el Teorema Fundamental del Algebra.

En la segunda actividad se estudia la operatoria algebraica entre polinomios y se propone me-
todoldgicamente considerar fundamentalmente polinomios con coeficientes enteros y establecer
los paralelos correspondientes entre las propiedades que satisfacen estas operaciones con aquellas
que satisfacen los numeros enteros. No es el objetivo de la actividad las consideraciones de estruc-
tura que poseen tanto los enteros como los polinomios sino sélo destacar las similitudes entre las
respectivas operaciones. Se introduce también la divisidn sintética como una herramienta facilita-
dora para el caso en que el divisor es de grado 1.

La tercera actividad se centra en la utilizacion de los teoremas del resto y del factor. Es funda-
mental poner de relieve en esta actividad como el ser humano fue capaz de desarrollar teoremas que
facilitaran los calculos para funciones como las polinomiales, para las que hoy en dia la tecnologia
ofrece soluciones mas rapidas.

Finalmente, en la actividad 4 se muestra que, a pesar de no existir férmulas generales para
encontrar las raices reales de un polinomio con coeficientes reales de grado mayor o igual a 5, y de
no conocer las formulas que permiten resolver ecuaciones polinomiales cibicas y cuarticas, es posi-
ble en el caso en que los coeficientes sean enteros, determinar si existen o no raices racionales de
dichos polinomios. En muchos casos, ello permite a través de la factorizacion del polinomio origi-
nal y la consecuente sucesiva reduccion del grado, obtener todas las raices reales de un polinomio.
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Actividad 1

Reconocen y grafican polinomios, determinan su grado y el coeficiente principal.

Ejemplo A

En el listado siguiente de expresiones algebraicas, reconocer aquéllas que son polinomios

e identificar en esos casos el grado y el coeficiente principal.

(x)

(x)
i) c()=x2-
iv) d(x)=4
v) e(x)=2x-1

vi) f(x) = 8x%- 6x° - X

vii) g(x) =5 vx
viii) h(x) = x + 5 -3x*
) i) = 37

X) jX)=x2+x-1

INDICACIONES AL DOCENTE

Es necesario que los alumnos y alumnas distingan qué tipo de nimeros son los coeficientes; asi a(x)
es un polinomio con coeficientes reales mientras que h(x) es uno con coeficientes enteros. Ademas

es importante establecer que los exponentes de x deben ser enteros positivos 6 0.

También se puede recurrir a un ejemplo mas concreto como armar una secuencia de figuras

como lo indica el dibujo que sigue.
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En este caso interesa que los alumnos y alumnas lleguen a que el nimero de fosforos requeridos
para la n-ésima figura es f(n) = 2n(n+1), y lo reconozcan como un polinomio de grado 2.

Ejemplo B

i)

i)

Inventar un polinomio de tres términos, de grado 5y que tenga un coeficiente principal
igual a 4.

Inventar un polinomio de grado 2 cuyo grafico intersecta al eje x en los puntos (-2,0);
(3,0).

INDICACIONES AL DOCENTE
En ambos casos se pueden plantear multiples y variadas soluciones. En el caso ii) se obtiene una
familia de parabolas p(x) = a(x-3)(x+2).

Ejemplo C

a)

Graficar, usando un programa computacional o calculadora gréafica las siguientes

funciones polinomiales de grado 3:

i) r(x)=x3-x2-x+1
iv) s(x) = x3; g(x) = x3 - 4x; comparar ambos graficos.
Analizar los graficos que se obtienen y establecer conclusiones generales en relacion

con la forma del gréfico, el namero de intersecciones posibles del grafico con el eje x

y el grado del polinomio.

INDICACIONES AL DOCENTE

Es importante que a partir del analisis de los graficos de los polinomios de grado 3, los alumnos y
alumnas puedan establecer que todas las cubicas tiene aproximadamente la forma de una letra S
mas 0 menos estilizada y ubicada horizontalmente y que tienen uno o dos, o bien, tres puntos de
interseccion con el eje de las x, lo que significa que, a lo menos, siempre tienen una raiz real.
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r(x) =x3-x2-x+1 s(x) = x3; g(x) = x3 - 4x

Es pertinente observar que en las curvas consideradas todas tiene coeficiente principal igual a 1, es
decir, coeficiente principal positivo. Es recomendable conjeturar y luego verificar la forma de las

curvas si se cambian los signos.

Ejemplo D

a) Graficar, usando un programa computacional o calculadora gréfica las siguientes
funciones polinomiales de grado 4
i) s(x)=x*-3x3-x2+ 3x
i) tx)=x*+x3-2x2-2x+1
i) u(x)=x*-x3-x2+x+1
iv) V(X)=x*-8x3+17x2-8x+16
V) w(x)=x*-8x3+12x%+32x-64
vi) f(x) = x% g(x) = x* h(x) = x*

b) Analizar los graficos que se obtienen y establecer conclusiones generales en relacion

con el nimero de intersecciones posibles del grafico con el eje x y el grado del

polinomio.



40 Cuarto Afio Medio Mateméatica Ministerio de Educacién

INDICACIONES AL DOCENTE
Para los polinomios de grado cuatro, a diferencia de los de grado 3, los alumnos y alumnas podran
concluir que la grafica podra tener 0, 1, 2, 3 0 bien 4 puntos de interseccién con el eje de las x.
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h(x)= x1°;
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Es interesante que los alumnos y alumnas analicen las variaciones en los graficos del caso vi) al aumentar el
exponente de X para valores pares.

Como en el ejemplo C, las cuarticas consideradas tienen coeficiente principal igual a 1, es decir,
positivo. Analogamente a ese ejemplo, es recomendable conjeturar y luego verificar lo que sucede con las
graficas si se cambian los signos de los polinomios.

Ademas, a partir de los ejemplos C y D, los estudiantes podran conjeturar que el grado del polinomio
determina el maximo de puntos de interseccién de la gréfica de un polinomio con el eje de las x, y que los
polinomios de grado impar tienen siempre al menos una raiz real, lo que se puede argumentar en forma
analoga al polinomio de grado 3.

Actividad 2

Realizan operaciones algebraicas entre polinomios y analizan las propiedades de

la adicion y la multiplicacion.

Ejemplo A
i) Calculan p(x) + q(x) si p(x) =x2+x + 1, q(x) = -x2 + 2x - 3
Grafican ambos polinomios y su suma.

ii) Calculan r(x) - s(x) si r(x) = 5x* - 3x + 1; s(x) = 2x%- 3x - 8.

INDICACIONES AL DOCENTE
Es importante que los alumnos y alumnas logren establecer que al sumar o restar polinomios se
obtiene un polinomio en el que el grado del polinomio que suma o diferencia satisface

grad (p(x) + gq(x)) < méax(grad p, grad q)

p(x) =x2+x+1
q(x) =-x?+2x-3
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Ejemplo B
i) Seanp(x)=2x2+1; q(x) = 2x%- 1; r(x) = 5 - x, calcular el producto p(x) * g(x) * r(x).
i) Calcular (s(x))? sabiendo que s(x) = 2x% + 5x.

i) Calcular (1 - 6x2) « (5x + 3).

INDICACIONES AL DOCENTE
Es importante que los alumnos y alumnas usen los conocimientos adquiridos desde Primer Afio
Medio en relacion con lenguaje algebraico y revisen las propiedades de las operaciones en los ente-
ros y las relacionen con las propiedades de la operatoria algebraica en polinomios con coeficientes
enteros.

Ademas, a diferencia de la adicién, los alumnos y alumnas podran inferir que el grado del
polinomio que se obtiene como producto es igual a la suma de los grados de los polinomios que se
multiplican.

Ejemplo C
i) Calcular p(x) + q(x) y p(x) - q (x) si
p(x) =x2-3;q(x)=x3-x%-1.
ii) Estudiar si la adicién de polinomios es conmutativa y si es asociativa.

iii) Determinar si existe n(x) tal que p(x) + n(x) = p(x); generalizar y relacionar con el neutro

aditivo en los nimeros enteros.

iv) Determinar, si existe, q'(x) tal que q(x) + g'(x) = n(x); generalizar y relacionar con el

inverso aditivo en los nimeros enteros.

INDICACIONES AL DOCENTE

Es necesario que los alumnos y alumnas relacionen las propiedades de la adicion en los enteros y en
los polinomios con coeficientes enteros, sin pretender establecer estructura de grupo aditivo, sino
s6lo tener conciencia que éstas existen y que se utilizan habitualmente.

Ejemplo D

i) Calcular r(x) s(x) si r(x) = (x2-x) ; s(x) = (x® - x + 1)

ii) ¢Qué propiedad de la multiplicacion permite hacer el calculo del producto, multiplicando
todos los elementos de un polinomio con todos los del otro polinomio?

iii) Estudiar si la multiplicacion de polinomios es conmutativa y si es asociativa.

iv) Determinar si existe n(x) tal que r(x) n(x) = r(x); generalizar y relacionar con el neutro

multiplicativo en los nimeros enteros.

v) Considerar t(x) = x; ¢existe algun polinomio t'(x) tal que t(x) t'(x) = n(x)?
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INDICACIONES AL DOCENTE

Es muy importante que los alumnos y alumnas, de acuerdo a la definicién de polinomio establecida
anteriormente, reconozcan que x1 no es un polinomio; en consecuencia, el inverso multiplicativo
de un polinomio con coeficientes reales no es un polinomio, salvo que el polinomio sea un polino-
mio constante no nulo, al igual que el inverso multiplicativo de un nimero entero no es un nimero
entero salvo que éste seael 1 o el -1.

Ejemplo E
i) Calcular (x3 +8x2 + 21x + 18) : (x + 2).

i) Calcular (x2+2x3+x2-3x*+5):(x2+4x-1).

INDICACIONES AL DOCENTE
Interesa que los alumnos y alumnas relacionen la division de polinomios con el algoritmo de la
division que conocen y utilizan para dividir nGmeros enteros; que reconozcan que el grado del
dividendo debe ser mayor que el del divisor y que el grado del resto debe ser menor que el grado del
divisor.

Ademas, se facilita la aplicacion del algoritmo de la division si los polinomios estan escritos en
orden descendente de los exponentes de x.

Puede ser conveniente que los alumnos y alumnas constaten que el resultado de la divisidn es
correcto, multiplicando el resultado por el divisor y sumando el resto para obtener el dividendo.

Ejemplo F
Verifique por division sintética que el valor indicado x; es raiz de la ecuacion.

i) x*+3x?-4=0; x,=-2

i) 4x3+3x2-5x-2=0; x,=1

INDICACIONES AL DOCENTE
Es necesario que los alumnos y alumnas comprendan que si X, es la raiz de un polinomio, significa
que dicho polinomio es divisible por (x - x;) con resto igual a 0.

Ademaés es importante que relacionen la division sintética con la aplicacion del algoritmo de la division.
Por ejemplo, en el caso i):
Recurriendo a la division sintética se obtiene:
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Al resolverlo aplicando directamente el algoritmo de la division se obtiene:

(xB+3x2-4): (x+2) =x2+x -2

x3 +2x2
+x2 +2x
0 -2x-4
-2x-4
0

El polinomio que se obtiene de la divisidn es de grado menor que el del dividendo. En este caso, se
pueden obtener las otras raices del polinomio resolviendo la ecuacion cuadratica x2 + x - 2 =0

La divisidn sintética es una herramienta sencilla que, en general, gusta a los estudiantes. Es el
momento de abrir espacios para la conversacidn acerca de como los matematicos buscaron formas
para simplificar los calculos, de forma similar a lo ocurrido con los logaritmos, y cdmo los avances
de la tecnologia permiten obviar algunas de esas herramientas.

Actividad 3

Aplican el teorema del resto y el teorema del factor en la divisién de polinomios;
relacionan los esfuerzos realizados a través del tiempo para evaluar y determinar
las raices de un polinomio con los avances en la tecnologia que facilita
significativamente dichas evaluaciones.

Ejemplo A

Determine a, sabiendo que - 2 es raiz de p(x) =5x*-7x3+ 11 x + a.

INDICACIONES AL DOCENTE
Es importante que los alumnos y alumnas comprendan que si (-2) es una raiz del polinomio, éste es
divisible con resto 0 por (x + 2); este procedimiento, aunque es un poco largo y segun los coeficien-
tes puede ser un poco engorroso, es totalmente correcto.

Un procedimiento mas rapido es aplicando la division sintética. En este caso se obtiene:

5 -7 0 11 a
-2 -10 34 -68 114
\ 5 -17 34 -57 114 +a

Si (- 2) es raiz del polinomio, necesariamente, 114 + a = 0, de donde a = -114
Es importante destacar la ventaja de este método en términos del nUmero de calculos que deben
hacerse en comparacion con la evaluacién directa p(-2)=0
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Ejemplo B

Sea p(x) = 4x* + 10 x3 + 19 x + 5. Hallar p(-3).

INDICACIONES AL DOCENTE

Una de los procedimientos de solucién es evaluar el polinomio en -3, para lo cual serd conveniente
utilizar una calculadora.

Otro procedimiento es utilizar el teorema del resto

Como el residuo es 2, entonces p(-3) = 2
Es otro momento propicio para conversar sobre el aporte de los medios tecnoldgicos para esta
evaluaciones.

Ejemplo C

Determinar los nimeros ay b, sabiendo que p(x) = 2x3 + a x? + bx - 8 es divisible por (x-1) y

que al dividirlo por (x-2) da resto 4.

INDICACIONES AL DOCENTE

Procurar que los alumnos y alumnas puedan utilizar tanto el procedimiento del algoritmo de la divi-
sion como la divisidn sintética, reconociendo que esta Ultima es mas rapida y sencilla en los calculos.
Si se utiliza la division sintética se obtiene:

2 a b -8
1 2 a+2 a+2+b
\ 2 a+2 a+2+b a+b-6

Como (x - 1) es divisor de p(x), el resto debe ser igual a 0.
Luego:a+b-6=0
Considerando la otra informacidn del ejemplo se puede calcular

2 a b -8
2 4 8+2a 16+4a+2b
\ 2 4+a 8+2a+b 4a+2b+8

De acuerdo a los datos, 4a+2b+8=4
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La resolucién del sistema

a+b =6
4a+2b =-4

permite obtener los valores para ay b, de acuerdo a las condiciones del ejemplo.

Ejemplo D
Si p(x) = x5 - 10x3 + 7x + 6; encontrar p(3); ¢es (x - 3) factor de p (x)?
INDICACIONES AL DOCENTE

Si se constatara que 3 es una raiz del polinomio, entonces p(3) sera igual a 0.
Utilizando la division sintética se obtiene:

1 0 -10 0 7 6
3 3 9 -3 -9 -6
1 3 -1 -3 -2 0

En consecuencia, p(x) =0y p(x) = (x-3) (x* + 3 x3 - x? - 3x - 2)

Ejemplo E

Encuentre todas las raices de p(x) = -6x3+ 5 X2 - X.

INDICACIONES AL DOCENTE
En este caso, interesa que los alumnos y alumnas se den cuenta que es posible factorizar el polinomio p(x)
por X, en donde el otro factor es una cuadratica que puede ser resuelta por métodos conocidos por los
estudiantes.

También es posible graficar el polinomio para visualizar los tres puntos de interseccion con el eje de las x.

8 - 06 ¢ - 04

b 02—~ 04 06 08
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Ejemplo F

Investigan en textos de historia de las matematicas o en sitios en internet acerca de los
aportes de Omar Khayyam, Scipione Ferro, Niccolo Fontana de Brescia(Tartaglia), Girolamo

Cardano, Raffaelle Bombelliy otros a la solucion de las ecuaciones de grado 3y superiores.

INDICACIONES AL DOCENTE

Es muy interesante reflexionar con los alumnos y alumnas como los avances tecnolégicos en rela-
cién con programas computacionales para matematicas y las calculadoras gréaficas contribuyen a
eliminar célculos engorrosos y lentos en relacién con el tema de evaluacién de polinomios. Ademas,
como los teoremas y descubrimientos matematicos que resolvieron esos problemas cobraron vida
propia en el desarrollo de la matematica.

Actividad 4

Factorizan polinomios en producto de factores lineales y cuadraticos; determinan las
raices racionales de polinomios con coeficientes enteros, lo aplican en la resolucion

de ecuaciones cuadraticas y en algunos casos especificos de grado superior a 2.

Ejemplo A
Hallar los valores de m para que la siguiente ecuacion tenga raices iguales:

x2-15-m(2x-8)=0

INDICACIONES AL DOCENTE

Este ejemplo permitira a los alumnos y alumnas retomar la ecuacion de segundo grado y analizar el
discriminante; es un momento adecuado para establecer los valores multiples de una raiz; en este
caso m toma dos valores distintos y para cada uno de ellos, la multiplicidad de la raiz es dos.

Ejemplo B

Encontrar un polinomio de grado 4 en que sus raices estan en progresion aritmética con

a, =2y d = 3; escribirlo como producto de factores lineales.

INDICACIONES AL DOCENTE
Es conveniente que los alumnos y alumnas deduzcan que dado el grado del polinomio, éste tiene
cuatro raices; como éstas estan en progresion aritmética, los estudiantes pueden establecer que las
raices son 2, 5, 8, 11.

En consecuencia el polinomio es p(x) = (x - 2) (x - 5) (x - 8) (x - 11).
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Ejemplo C

Determinar todas las raices racionales de los siguientes polinomios, y escribirlos como

productos de factores lineales y cuadraticos.
i) p(x)=4x2-25
i) qg(x)=10x%+ 2x - 12
iii) r(x) = 2x3+3x2-5x - 3
iv) s(X)=x*+6x3+7x2-6x-8

v) t(x)=x3+2x2-13x + 10

INDICACIONES AL DOCENTE
Los casos i) y ii) son reconocibles por los estudiantes como polinomios de grado 2; luego, ellos
saben determinar las raices y discriminar si éstas son o0 no racionales.

En el caso iii) es necesario aplicar el teorema relativo a las raices racionales de un polino-
mio con coeficientes enteros; es posible encontrarlas entre los cuocientes formados por los
divisores de a, d|V|d|dos por Ios divisores del coeficiente principal. Para este ejemplo hay 8
casos posibles +1; + 2 ; +3; £ <. Por division sintética se puede constatar que - % es una raiz de
este polinomio; de esa misma d|V|S|on queda establecido que r(x) = 2x3 + 3x? - 5x - 3= (X - —) (2x?
+2X - 6) ; obtener las otras raices para el polinomio cuadratico es un tema conocido por los alumnos
y alumnas; es interesante observar que el ejemplo solicita sélo las raices racionales.

En los casos iv) y v) se opera de manera similar.

Ejemplo D

Encontrar todas las raices reales de:
i) qg(x)=6x*-11x3-x%-4

ii) p(x) = 81x° - 54x* + 3x2 - 2x

INDICACIONES AL DOCENTE

En ambos casos, en forma similar al ejemplo anterior, se aplica el teorema sobre las raices racionales
de un polinomio con coeficientes enteros; en el caso del ejemplo ii) es, sin lugar a dudas una tarea
larga, que la tecnologia por medio de programas computacionales o calculadoras resuelve en forma
rapida y eficiente. Sin embargo, p(x) puede ser factorizado por x y por medio de division sintética es
posible obtener que g y - 1 son raices racionales del polinomio. Faltaria s6lo estudiar lo que sucede
con el polinomio cuadratlco restante.



Unidad 2: Funciones polinomiales 49

Ejemplo E

Encuentre un polinomio de grado 4, con coeficientes enteros que tenga como raices.

i) 5 4,-3

i) 2,2+ V3

i) v2 + V3
INDICACIONES AL DOCENTE
Por tratarse de un polinomio de grado 4, las raices son cuatro; en ninguno de los casos pedidos en el
ejemplo se proponen cuatro raices, esto permitira que los alumnos y alumnas consideran una de esas
raices como raiz de valor maltiple, planteando por ejemplo, para el caso i) (x- 5)? (x - 4) (x + 3), 0

bien inventen una cuarta raiz cualquiera.
En los casos ii) y iii) se sugiere considerar que si

X =2+ /3, entonces

X - 2 = +/3, de donde, elevando al cuadrado,
X2-4x+4=3,

X2-4x+1=0

O bien considerar la opcidn de las raices conjugadas para un polinomio de grado dos.
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Las actividades que se proponen a continuacién se complementan con algunos ejemplos. Para cada
ejemplo se propone un conjunto de indicadores que importa tener en cuenta para evaluar el logro de
los aprendizajes esperados por el alumno o alumna.

Estos indicadores son concordantes con los siguientes criterios de evaluacion, ya descritos en
la presentacién de este programa:
* Resolucién de problemas que involucren relaciones matematicas.
» Desarrollo de habilidades de razonamiento matematico.
» Organizacién y estructuracién de conceptos matematicos.
e Comprension y aplicacién de procedimientos rutinarios.

Actividad 1

Suman, restan, multiplican y dividen polinomios; conoceny aplican las propiedades

de la adicion y multiplicacién de polinomios.

Ejemplo A

Hallar a, b, ¢ nimeros reales, tales que : 2x2-3x -1 =a(x-1)2+b (x- 1) +c

Observar si:

i) desarrollan y ordenan el polinomio de la derecha
ii) identifican los coeficientes

iii) determinan los valoresde a,byc

Ejemplo B

Sea p(x) = x% + x; determinar q(x) tal que p(x) + g(x) = x2

Observar si:
i) realizan procedimientos algebraicos correctos
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Actividad 2
Realizan divisiones entre polinomios aplicando el teorema del resto y el teorema
del factor.
Ejemplo A
Determine m sabiendo que 2 es raiz de p(x) = x3 - 5x2 - 4x + m
Observar si:
i) realizan la divisién sintética considerando que 2 es raiz del polinomio
ii) determinan el valor de m igualando el resto a 0
Ejemplo B
Calcular p(2) en el polinomio p(x) = x* + 2x3- 8 x2 - 18x - 9
Observar si:
i) reemplazan y hacen los calculos numéricos
ii) realizan la division sintética y aplican el teorema del resto
Actividad 3

Determinan las raices de polinomios con coeficientes enteros, de grados superior a

2. Factorizan polinomios en producto de factores lineales y cuadraticos.

Ejemplo A

Escribir el polinomio de grado 3 si sus raices estan en progresion geométrica de razén 0,5
y el primer término es 4.

Observar si:

i) determinan las tres raices

ii) escriben el polinomio en forma factorizada

iii) escriben el polinomio como producto de tres factores
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Ejemplo B

Calcular valores para m de modo que: x2 - 2x(1 - 3m) + 7(3 + 2m) = 0 tenga raices iguales

Observar si:

i) buscan el discriminante y lo igualan a 0

ii) calculan los valores para m

iii) constatan la validez de los valores encontrados

Ejemplo C

Sean % y % raices de p(x) = 4x* + ax® + bx? + 5x - 4; determinar las demas raices.

Observar si:

i) realizan la division sintética con una de las raices e igualan el resto a cero
ii) realizan la division sintética con la otra raiz, e igualan el resto a cero

iii) determinan los valoresdeayb

iv) calculan las otras raices del polinomio cuadratico resultante

Ejemplo D
Hallar un polinomio de grado 3, con coeficientes enteros que tenga

a) /7 como unaraiz

b) 1+5 como unaraiz

Observar si:

i) sedan cuenta que uno de los factores del polinomio no puede ser de la forma (x - v7) 0
bien (x - (1 + /5 )) porque los coeficientes del polinomio pedido son nimeros enteros.

ii) proponen que uno de los factores del polinomio pedido sea un polinomio cuadratico,
con coeficientes enteros que admita como soluciones las indicadas en el enunciado.

iii) el otro factor del polinomio pedido es cualquier polinomio de grado 1

Ejemplo E

Determinar todas las raices de p(x) = 2x3- 3 x2-2x + 3

Observar si:

i) obtienen las posibles raices del polinomio aplicando el teorema relativo a las raices
de polinomios con coeficientes enteros

ii) verifican si son 0 no las raices por medio de la division sintética

iii) calculan las raices del polinomio de orden 2 al obtener una de las raices del polinomio
de orden 3
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3

Funciones trigonometricas

Contenidos

a) Medicidn de angulos; radian. Funciones seno, coseno y tangente en el circulo
unitario. Periodicidad. Demostracion de las identidades fundamentales:

sen?A + cos?A = 1; sen (A + B) y cos (A + B).
b) Grafico de las funciones seno, coseno y tangente. Valores de estas funciones para

algunos angulos; valores para los angulos complementarios. Preimagenes para

algunos valores de la funcion y resolucion de ecuaciones trigopnométricas sencillas.
Uso de calculadora cientifica.
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Aprendizajes esperados

Los alumnos y alumnas:

a) Conocen las funciones trigonométricas, identifican sus gréaficos, y
respectivos dominios, recorridos y periodos.

b) Amplian el concepto de angulo al considerarlo como un giro y las
unidades de medida de los angulos incorporando el radian.

¢) Conocen relaciones trigopnométricas para demostrar identidades y resolver
ecuaciones.

d) Resuelven problemas que involucran conocimientos basicos de
trigonometria.
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Orientaciones didacticas

Las funciones periddicas son las herramientas matematicas que se utilizan para modelar la periodi-
cidad de muchos fendmenos, tanto naturales como construidos por el ser humano. Los recurrentes
cambios en las mareas, los ciclos en el &mbito econdmico, las oscilaciones de la corriente eléctrica,
las vibraciones mecanicas, las ondas asociadas a las teorias fisicas de la luz y del sonido son algunos
de estos tipos de fenémenos.

Una funcién se dice periodica si existe un namero real p tal que f(x + p) = f(x) para cualquier
ndmero x en el dominio de la funcion f. El menor p positivo que satisface la relacién anterior se
Ilama “periodo fundamental” de la funcidén. Las funciones trigonométricas son las funciones peri6-
dicas por excelencia de la matematica, y tienen propiedades asombrosas que permiten el modelamiento
de muchos de estos fendmenos. Particularmente es importante reflexionar con los estudiantes res-
pecto al hecho de que la periodicidad las hacen esencialmente diferentes a las funciones polinomiales.
Ecuaciones trigonométricas sencillas como sen x = 0 6 cos x = 0 tienen infinitas soluciones en la
recta real, mientras que el nimero maximo de soluciones de una ecuacion polinomial queda deter-
minado por el grado del polinomio.

Las actividades y ejemplos propuestos en esta unidad son clasicos, pero metodologicamente se
propone la fuerte utilizacién de las tecnologias disponibles, para facilitar la visualizacion y el descu-
brimiento de muchas de las propiedades que satisfacen las funciones trigonométricas. Particularmente,
en la segunda actividad, el grafico de las funciones f(x) = senx y g(x) = cosx permite descubrir
rapidamente que el dominio de ambas funciones es el conjunto de todos los nimeros reales y que
sus respectivos recorridos es el intervalo [-1, 1].

Anélogamente, al graficar las funciones f(x) = A sen x y g(x) = A cos x, para valores determina-
dos de A, puede verse que el recorrido es el intervalo [-A, A], en el caso en que A > 0. Ello permite
definir la amplitud de las curvas sinusoidales como |A].

De la misma manera, es posible graficar funciones de la forma f(x) = senBx y g(x) = cosBx, para
valores naturales de B y observar cémo se modifica el periodo de la funcion.
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Actividad 1

Transforman grados a radianes y viceversa; establecen la relacion entre la medida
de un angulo en radianes y la longitud del arco de circunferencia.

Ejemplo A
i) Establecer las medidas en radianes para los angulos a, 3,y 6

si a =-150°; 3 =-225° 6 = 450°.

ii) Calcular la medida en gradosde a, 3,y 6, sia =51 = 7“ 0= %ﬂ

INDICACIONES AL DOCENTE

Es necesario comentar con los estudiantes el concepto de angulo. Es probable que algunos conoz-
can la definiciéon de un angulo como la unién de dos rayos con origen comun. Es conveniente
complementarla con el concepto de &ngulo como el giro de un rayo en torno a un centro a partir de
una posicidn establecida. Esta Gltima definicion permite considerar angulos con medidas mayores
de 180 y también mayores de 360 grados e incorporar, ademas, el sentido del signo del angulo. Es
cdémodo dibujar un angulo con centro en el origen de un sistema de coordenadas, de modo que el
lado fijo coincide con la parte positiva del eje de las x.

Ejemplo B

Completar la siguiente tabla que indica la relacion entre valores en radianes y en grados

para algunos angulos.

radianes | 0

B
e
N
=

grados 30° 90° 135° | 150°

INDICACIONES AL DOCENTE

Los alumnos y alumnas tienen el habito de la medicién de angulos en grados sexagesimales; gene-
ralmente tienen dificultad para utilizar el sistema de medicién en radianes, de uso habitual en
trigonometria.
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Ejemplo C

i) Programar una calculadora en grados sexagesimales (deg) y determinar y anotar el

valor del seno y coseno de angulos: de 30°, 60°, 90°.

ii) Dibujar en una circunferencia de radio 1 los angulos del centro de esas medidas e

identificar el segmento que representa el valor del seno y el del coseno.

iii) Programar la calculadora en radianes (rad) y determinar los valores de seno y coseno

para un angulo que mide 1.047 radianes.

iv) Comparar con los valores anotados anteriormente y plantear razones que expliquen la

igualdad aproximada entre sen 60° y senl.047rad.

INDICACIONES AL DOCENTE

Es necesario que los alumnos y alumnas se familiaricen con la medicion de angulos en radianes y
que utilicen la calculadora cientifica con el conocimiento de estos sistemas de medida, para evitar
resultados erréneos. Ademas, la generalidad de las calculadoras cientificas tienen un tercer modo de
medicion de angulos que son los grados centesimales que no tienen un uso muy difundido.

Ejemplo D

Un angulo central a abarca un arco de 20 cm de longitud sobre una circunferencia de 2 m

de radio. ;Cudl es la medida del angulo en radianes?

INDICACIONES AL DOCENTE
Es necesario recordar que en un angulo del centro, si la circunferencia es de radio unitario, la medi-
da del arco que subtiende el angulo es igual a la medida de ese &ngulo en radianes.

Si el radio de la circunferencia no es unitario, para determinar la medida del angulo en radianes se
recurre a la proporcionalidad entre los arcos y los radios correspondientes; de acuerdo al dibujo que sigue,
el angulo a subtiende el arco t de la circunferencia unitaria y el arco s de otra circunferencia de radio r.
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En este caso se puede escribir: 2— = % , de donde t, que es el arco que corresponde a la medida de a
en radianes, es t = % :

Ejemplo E

Dos ciudades que se encuentran sobre el circulo del Ecuador distan entre si 200 km. ¢ Cual
es la diferencia entre las longitudes de ellas suponiendo que el radio de la tierra en el
Ecuador es 6400 km?

INDICACIONES AL DOCENTE

Es interesante que los alumnos y alumnas relacionen la longitud medida en grados en el sistema de
coordenadas geografica con los angulos del centro en el circulo del Ecuador. Se sugiere establecer
coordinaciones con los profesores de Historia y Ciencias Sociales.

Actividad 2

Estudian las funciones seno, coseno, tangente, cotangente, secante, cosecante;

analizan el gréafico, establecen el dominio y el recorrido en cada caso.

Ejemplo A
Considerar la funcién seno;

i)  Graficar la funcién f(x) = senx.
ii)  Sefialar el dominio y el recorrido de la funcion.
iii) Establecer el periodo.

iv) Constatar que para un valor determinado de la imagen de la funcién hay infinitos

valores para la medida del angulo.

v)  Graficar; g(x) = - senx; h(x) = sen(-x) ;Qué se puede concluir?

vi) Comparar los graficos f(x) = senx; g(x) = 2 sen x; h(x) = 5 senx; ¢qué rol juega el
coeficiente?

vii) Graficar f(x) = |senx|.

INDICACIONES AL DOCENTE
El uso de un programa computacional para graficar es un apoyo fundamental para el desarrollo de
este ejemplo.

Importa que los alumnos y alumnas relacionen el concepto de amplitud de onda de esta fun-
cién; en consecuencia esta funcion permitira modelar fenémenos asociados a la luz, los colores, el
sonido, entre otros.
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Ademas, es interesante retomar el tema del valor absoluto y analizar qué cambios se producen en el
dominio, recorrido y periodicidad de la funcion seno. Importa que los estudiantes extraigan conclu-
siones a partir de las representaciones graficas.

Ejemplo B
Considerar la funcién coseno;

i)  Graficar la funcién f(x) = cosx.
ii) Sefalar el dominio y el recorrido de esta funcion.
iii) Establecer el periodo.

iv) Constatar que para un valor determinado de la imagen de la funcion hay infinitos

valores para la medida del angulo.
v) Comparar las gréaficas de las funciones seno y coseno.

vi) Comparar las graficas de f(x) = cosx; g(x) = cos(-x); relacionar con los valores de

cos x y cos (- x) en el circulo unitario.
vii) Comparar los graficos f(x) = 2 cos x; g(x) = 3 cosx ¢qué rol juega el coeficiente?

viii) Graficar f(x) = |cosx| .
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INDICACIONES AL DOCENTE

En forma similar al ejemplo anterior, el estudio de los graficos debiera permitir a los alumnos y
alumnas extraer y fundamentar conclusiones.

%)
N

[hS)
no

N
~

f(x) =Acosx; A>0 h(x) = cosx; g(x) =senx

S

N

N

~

f(x) = |cos x|

Ejemplo C
Considerar la funcion tangente;

i) Graficar la funcion f(x) = tanx.
ii) Sefialar el dominio y el recorrido de esta funcion.
iii) Establecer el periodo.

iv) Constatar que para un valor determinado de laimagen de la funcion hay infinitos valores
para la medida del angulo.

i nx - )
v) Graficar f(x)= (s:gs e establecer la relacion con la tangente. ¢Por qué los puntos de la

formax=(2n +1) ? , con n entero, no pertenecen al dominio de la funcion?
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INDICACIONES AL DOCENTE

En forma similar a los dos ejemplos anteriores es importante que los alumnos y alumnas establez-
can conclusiones a partir de los graficos y que los relacionen con los que derivan de los valores en el
circulo de radio unitario.

N

no

N

Ejemplo D

i) Graficar f(x) = cosec x = 1
sen x

; sefialar el dominio y el recorrido de esta funcion.

ii) Graficar f(x) = sec x = 1 - sefialar el dominio y el recorrido de esta funcién.
COS X

1

iii) Graficar f(x) =cotan x = anx sefialar el dominio y el recorrido de esta funcion.

INDICACIONES AL DOCENTE

A partir de las graficas, los estudiantes pueden establecer que los puntos para los cuales estas fun-
ciones no estan definidas corresponden a los valores en que las funciones seno, coseno o tangente
toman un valor igual a 0.

l J L J f l J J i J
Y| Al\
\ | * | \ | | MEAN \ |
| I | | | | |
/
2 2
0 0
£ 2 0 2 £ A 0 2 6
\ \2 / \ / \ : | \
| r \ r \ r \ | \
| pEEEEY e EREESS SEEV ARG ANEEE
_ 1 _ _ 1 _
f(x) = =C0Secx g(x) = sec X

sen x cosXx
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N ELSH
0

h(x) = taﬁx = cotgx

Ejemplo E

i) Graficar sen x, sen 2x, sen 3x; determinar los periodos de cada funcién.

ii) Graficar cos x, cos 2x, cos 3x; determinar los periodos de cada funcién.

INDICACIONES AL DOCENTE

Es conveniente que los alumnos y alumnas, a partir de estos graficos, propongan conclusiones sobre

las variaciones que se producen en el periodo como efecto de los factores que multiplican la medida
del angulo.

Es importante estimularlos para la generalizacién de modo que concluyan, por ejemplo que la
funcién sen nx, con n entero positivo, tiene un periodo igual a 2T .
n

Actividad 3

Demuestran algunas identidades trigonométricas sencillas.

Ejemplo A

Demostrar que:

i) sen?a +cos?o=1
ii) cosc?a =1+ ctga

iii) tan%a + 1 = seca

INDICACIONES AL DOCENTE
Retomar el teorema de Pitagoras en el contexto de la identidad i).

Es importante que los alumnos y alumnas se habitlen a explicitar las restricciones, como las
que son necesarias en los casos ii) y iii).
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Ejemplo B
Calcular sin utilizar calculadora:

i) sen15°
ii) cos 105°
iii) sen 75°
INDICACIONES AL DOCENTE
Es conveniente que los alumnos y alumnas conozcan el valor de las funciones trigopnométricas para

algunos angulos especificos entre 0 y 1T, con esos valores pueden construir, aplicando las correspon-
dientes identidades para sen(A £ B) y cos (A £ B), valores de esas funciones para otros angulos.

Ejemplo C

Demostrar que:

i) sen(x+ ?T[) =C0S X

i) cos (x- 7“) = senx

iii) sen 2x = 2senx cosx

iv) cos 2x = cos?x - sen? x
=2cos?x-1

=1-2sen?x

INDICACIONES AL DOCENTE

Interesa que los alumnos y alumnas apliquen las identidades trigonométricas ya conocidas en la
demostracion de otras nuevas. Es conveniente que los estudiantes deduzcan a partir de iv) las iden-
tidades para seno y coseno del angulo medio.

Ejemplo D
Demostrar que:
i) sen(x +Yy)esen(x -y)=sen? - sen?y
ii) cos(x +Y) e cos(x -y) = cosx - cos?y
INDICACIONES AL DOCENTE
La resolucion de estas identidades requiere no s6lo conocer las identidades para seno y coseno de

unasumay una diferencia sino, también, hacer uso de un razonable manejo algebraico de productos
notables.
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Ejemplo E

Expresar todas las funciones trigonométricas en términos de la funcion secante.

INDICACIONES AL DOCENTE
Este ejemplo se puede desarrollar en términos de cualquier funcién trigonométrica.

Actividad 4

Resuelven ecuaciones y problemas que involucren la resolucién de ecuaciones
trigonométricas, recurriendo, si es pertinente, a las funciones trigonométricas

inversas.

Ejemplo A
Resolver las siguientes ecuaciones:

i) senx=0,5, paraxenelintervalo [ -1t ]

ii) cosx=-0,5 paraxenelintervalo [ 7“ , %

]
iii) 2tan x =1, para x en el intervalo [ 0, 2]

iv) senx=7

v) 4senx=0,38

vi) cos x =-0,245

INDICACIONES AL DOCENTE
Se sugiere que los alumnos y alumnas utilicen diferentes recursos en la resolucidn de estas ecuaciones.
En algunos casos se podran apoyar en una tabla con los valores de las funciones para algunos angulos
especificos, en otros conocen de memoria algunos valores, o bien utilizaran una calculadora.

Es necesario que los estudiantes tengan claridad que la calculadora da como valor el angulo del
primer cuadrante; se sugiere llegar a generalizaciones, por ejemplo, para el intervalo [-2T1, 2T11].

Ejemplo B

Resolver las siguientes ecuaciones:
i) 6sen’x+senx-1=0

i) 2cos?x+cosx-15=0

i) tan?x -5tan x-24=0

iv) 1+ cosx=senx
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INDICACIONES AL DOCENTE

Se sugiere utilizar una variable auxiliar para que los alumnos y alumnas visualicen que se trata de ecuaciones

de segundo grado; expresiones como 6u? + u - 1 = 0 son reconocibles por los estudiantes como ecuaciones

cuadraticas y pueden servir de apoyo para la comprension de las ecuaciones trigonomeétricas cuadraticas.
Es necesario que los alumnos y alumnas se habitGen a analizar la existencia de las soluciones.

En el ejemplo iv) al elevar al cuadrado la ecuacion, se introducen nuevas soluciones posibles; es

necesario comprobarlas para determinar las que son correctas.

Ejemplo C

a _ b
sena ~ senp

Demostrar que en cualquier triangulo ABC se tiene que:

INDICACIONES AL DOCENTE
En este ejemplo se obtiene una parte del teorema del seno; puede ser interesante completarlo para

el lado ¢ y el tercer angulo.
Ejemplo D

Sisen 6= Tg y tan © > 0, determinar el valor de las otras funciones trigonométricas para
ese angulo.

INDICACIONES AL DOCENTE
En este ejemplo es necesario que los alumnos y alumnas especifiquen en qué cuadrante se encuentra

el angulo para asi determinar el valor correspondiente.
Ejemplo E

Un peso de 200 kilos es soportado por dos cables como muestra la figura. ¢(Cudl es la
fuerza que se ejerce en cada uno de los cables?

40° 25°

Sugerencia: descomponer las fuerzas que se ejerce sobre los cables en sus respectivas
componentes horizontales y verticales.
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INDICACIONES AL DOCENTE

Es necesario establecer coordinaciones con los profesores de Fisica.
Procurar que los alumnos y alumnas perciban que las fuerzas que se ejercen en cada uno de los

cables corresponde a sendos vectores con origen comun.

En consecuencia, al hacer la descomposicién de las fuerzas en sus componentes horizontal y

vertical se obtiene una situacién como la que se grafica a continuacion:

T2

T

200

Las componentes de T, sobre los ejes son
T,,=T,cos 25° le =T, sen 25°
Las componentes de T, sobre los ejes son
T,, =T, cos 40° sz =T, sen 40°

Como el sistema esta en reposo, la suma de las fuerzas sobre cada eje debe ser igual a 0, se puede
escribir el siguiente sistema cuyas incognitasson T, y T,

T, cos 25° =T, cos 40°

T, sen 25°+ T, sen 40° =200

Ejemplo F

Tres pueblos A, By C estan unidos por carreteras rectas y sin cuestas. La distancia AB es
6 km, laBC es 9 kmy el angulo que forman AB y BC es de 120° .; Cudl es la distancia entre

AyC?

INDICACIONES AL DOCENTE

Si a es la medida del segundo &ngulo, el tercero mide (60° - a); aplicando el teorema del seno se
puede obtener la medida de a, lo que posteriormente permite calcular la distancia pedida.
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Las actividades que se proponen a continuacién se complementan con algunos ejemplos. Para cada
ejemplo se propone un conjunto de indicadores que importa tener en cuenta para evaluar el logro de
los aprendizajes esperados por el alumno o alumna.

Estos indicadores son concordantes con los siguientes criterios de evaluacion, ya descritos en

la presentacién de este programa:

Actividad 1

Resolucion de problemas que involucren relaciones matematicas.
Desarrollo de habilidades de razonamiento matematico.
Organizacidn y estructuracidn de conceptos matematicos.
Comprensién y aplicacion de procedimientos rutinarios.

Transforman grados a radianes y viceversa.

Ejemplo A

Si un &ngulo mide 1,5 radianes, ¢es mayor, menor o igual que un angulo recto?

Observar si:

i) recurren a un planteamiento de proporciones

ii) lo hacen mentalmente, considerando que 1,5 es la mitad de 3
iii) si toman el circulo unitario como referencia

Ejemplo B

Con una calculadora en modo radianes, calcule el valor de tan2; en seguida, calcule arctan
del valor que esta en pantalla. Explique por qué el valor que se obtiene para la medida del

angulo no es 2 radianes.

Observar si:

i) manejan con soltura la calculadora y conocen las funciones trigonométricas
ii) apoyan su reflexion en el circulo unitario

iii) apoyan su reflexion en un grafico de la funcion tangente



Unidad 3: Funciones trigonométricas 69

Actividad 2

Relacionan las funciones trigonométricas con sus graficos correspondientes,
establecen el dominio, el recorrido y el periodo en cada caso.

Ejemplo A

¢Queda determinado un angulo a menor que 360°, si se conoce el valor de seno a?

Observar si:

i) suponen que si porque visualizan los &ngulos sélo en el primer cuadrante
ii) apoyan su reflexion en el circulo unitario

iii) apoyan su reflexion en un grafico de la funcion seno

Ejemplo B

¢Qué relacion existe entre el seno de un angulo y el coseno del angulo complementario?

Observar si:
i) apoyan su reflexién en un triangulo rectangulo
ii) lo proponen como una identidad y la demuestran

Ejemplo C

¢Qué angulos entre 0° y 360° tienen iguales, en valor absoluto, el seno y el coseno?

Observar si:

i) apoyan su reflexion en un gréafico de la funcidn seno y coseno y y visualizan sélo
los puntos de interseccidn como respuesta correcta

ii) apoyan su reflexion en el circulo unitario y visualizan los cuatro angulos

iii) lo traducen a la ecuacion |sen x| = [cos x|, 0 < X £ 2Tt

Ejemplo D

Sean a y B dos angulos que pertenecen al intervalo [-Tt, 11, y cuyos cosenos son iguales,
¢qué relacion existe entre esos dos angulos?

Observar si:

i) recurren al circulo unitario como apoyo para la reflexién
ii) recurren al grafico como apoyo para la reflexion

iii) consideran que coseno es una funcidn par



70 Cuarto Afio Medio Matematica Ministerio de Educacién

Actividad 3

Demuestran algunas identidades trigonométricas sencillas.

Ejemplo A
Demostrar si las siguientes igualdades son verdaderas:

tana + tanf

Cotga + cotgB =tana-etanf

1

b) sene
tana

=Ccosa

(L+sena) , cosa
cosa (1 +sena)

c) =2seca

Observar si:

i) conocen las identidades basicas

ii) utilizan un formulario

iii) hacen transformaciones algebraicas pertinentes

Actividad 4

Resuelven ecuaciones trigonométricas.

Ejemplo A

Resolver los tres ejemplos siguientes sin utilizar calculadora ni tabla
a) 1- 2 cosx=0, paravalores de x en el intervalo [0, 2]

b) cos?x-senx=-1, para el intervalo [-T1, 2]

c) cos?x =cos X +sen?x, para el intervalo [T, 11

Observar si:

i) hacen transformaciones algebraicas pertinentes

ii) se apoyan en un formulario

iii) conocen los valores para las funciones de determinados angulos
iv) utilizan identidades basicas
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Actividad 5

Ejemplo B
Resolver, utilizando calculadora.
a) cos?x=3-5cosx para el intervalo [0, 2]

b) sen 2x + cos x = 0 para cualquier valor de x

Observar si:

i) hacen transformaciones algebraicas pertinentes

ii) se apoyan en un formulario

iii) utilizan la calculadora para las funciones inversas

Resuelven problemas que involucran conocimientos trigonométricos basicos.

Ejemplo A

Determinar el angulo del centro que subtiende una cuerda de 3 cm, si el radio de la
circunferencia es 4 cm.

Observar si:
i) se apoyan con un esquema o dibujo
ii) trazan la altura del triangulo isésceles que se obtiene

iii) aplican las funciones trigonométricas en uno de los triangulos rectangulos que se
obtienen.

Ejemplo B

¢Habra algun angulo cuyo seno sea igual al seno del angulo doble del angulo dado?

Observar si:

i) buscan la respuesta por ensayo y error

ii) se apoyan en el circulo unitario

iii) se apoyan en el grafico de la funcion seno

iv) traducen a la ecuacién sen x = sen 2x y resuelven la ecuacion
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Ejemplo C

triangulo isésceles.

Encuentre ren la figura de modo que la circunferencia sea tangente a los tres lados del
Observar si:

J !
i) hacen un esquema o dibujo

ii) reconocen y aplican propiedades geométricas propias de los tridngulos isosceles y
rectangulos y de las tangentes a una circunferencia
iii) aplican relaciones trigonométricas pertinentes
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Sitos en internet Software graficador shareware bajado de Internet EQUATION GRAPHER:

http://www.mfsoft.com/equationgrapher/
‘Graphmatica’ bajado de Internet: http//graphmataica.com
Enlaces : (http://www.enlaces.cl)
http://www.ciudadfutura.com/juegosmensa
http://www.dim.uchile.cl/

h tt p ://www.nalejandria.com/forms/matemas.htm
http://www.mat.puc.cl/~socmat
http://rsme.uned.es
http://fermat.usach.cl/~somachi/index.html
http://roble.pntic.mec.es/~jcamara/websupl.htm
http://nti.educa.rcanaria.es/usr/matematicas
http://members.xoom.com/pmatematicas
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/
http.//www.redemat.com



	Portada
	Presentación
	Objetivos Fundamentales Transversales y su presencia en el programa
	Objetivos Fundamentales
	Unidades, contenidos y distribución temporal
	Unidad 1: Procesos infinitos
	Actividades para el aprendizaje y ejemplos
	Actividad 1
	Actividad 2
	Actividad 3

	Actividades para la evaluación y ejemplos
	Actividad 1
	Actividad 2
	Actividad 3


	Unidad 2: Funciones polinomiales
	Actividades para el aprendizaje y ejemplos
	Actividad 1
	Actividad 2
	Actividad 3
	Actividad 4

	Actividades para la evaluación y ejemplos
	Actividad 1
	Actividad 2
	Actividad 3


	Unidad 3: Funciones trigonométricas
	Actividades para el aprendizaje y ejemplos
	Actividad 1
	Actividad 2
	Actividad 3
	Actividad 4

	Actividades para la evaluación y ejemplos
	Actividad 1
	Actividad 2
	Actividad 3
	Actividad 4
	Actividad 5


	Bibliografía

