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El programa es una
propuesta para
lograr los Objetivos
Fundamentales y
Contenidos Minimos
Obligatorios.

PRESENTACION

El programa de estudio ofrece una propuesta para organizar y orientar el
trabajo pedagdgico del afio escolar. Esta propuesta pretende promover el logro
de los Objetivos Fundamentales (OF) y el desarrollo de los Contenidos Minimos
Obligatorios (CMO) que define el Marco Curricular?.

La ley dispone que cada establecimiento puede elaborar e implementar Sus
propios programas de estudio, una vez que estos hayan sido aprobadds por
parte del Mineduc. El presente programa constituye una propuesta para
aquellos establecimientos que no cuentan con programas propios.

Los principales componentes que conforman la propuesta del programa son:

e Una especificacion de los aprendizajes que se deben lograr para alcanzar
los OF y los CMO del Marco Curricular, lo que secexpresa mediante los
Aprendizajes Esperados?.

e Una organizacion temporal de estos aprendizajes en semestres y unidades.

e Una propuesta de actividades de aprendizaje y de evaluacion, a modo de
sugerencia.

Ademas, se presenta un conjunto” de elementos para orientar el trabajo
pedagogico que se lleva a cabga partir del programa y para promover el logro
de los objetivos que este propone.

Este programa de estudio’ incluye:

Nociones basicas./Esta seccidén presenta conceptos fundamentales que estan
en la base del-Marco Curricular y, a la vez, ofrece una visidon general acerca de
la funcién de los Mapas de Progreso.

Consideraciones generales para implementar el programa. Consisten en
orientaciones relevantes para trabajar con el programa y organizar el trabajo
entorno a él.

Propésitos, habilidades y orientaciones didacticas. Esta seccién presenta
sintéticamente los propdsitos y sentidos sobre los que se articulan los
aprendizajes del sector y las habilidades a desarrollar. También entrega
algunas orientaciones pedagdgicas importantes para implementar el programa
en el sector.

Vision global del afio. Presenta todos los Aprendizajes Esperados que se
deben desarrollar durante el afio, organizados de acuerdo a unidades.

! Decreto Supremo N° 254 de 2009.

2 En algunos casos, estos aprendizajes estan formulados en los mismos términos que algunos de los OF del Marco
Curricular. Esto ocurre cuando esos OF se pueden desarrollar integramente en una misma unidad de tiempo, sin
gue sea necesario su desglose en definiciones mas especificas.
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Unidades. Junto con explicitar los Aprendizajes Esperados propios de la
unidad, incluyen indicadores de evaluaciéon y ejemplos de actividades que
apoyan y orientan el trabajo destinado a promover estos aprendizajes>.
Instrumentos y ejemplos de evaluacién. Ilustran formas de apreciar el
logro de los Aprendizajes Esperados y presentan diversas estrategias que
pueden usarse para este fin.

Material de apoyo sugerido. Se trata de recursos bibliograficos y electréonicos
que pueden emplearse para promover los aprendizajes del sector; se distingue
entre los que sirven a las y los docentes y los destinados a las 4/ ¥los
estudiantes.

3En algunos casos, las actividades contienen relaciones interdisciplinarias debido a que vinculan dos o méas sectores
y se simbolizan con ®.
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Habilidades,
conocimientos y
actitudes...

...movilizados para
enfrentar diversas
situaciones y
desafios...

...y que se
desarrollan de
manera integrada.

Deben promoverse
de manera
sistematica.

Enriquecen la
comprension y la
relacion con el
entorno.

Son una base para el
desarrollo de
habilidades.

NOCIONES BASICAS

APRENDIZAJES COMO INTEGRACION DE CONOCIMIENTOS,
HABILIDADES Y ACTITUDES

Los aprendizajes que promueven el Marco Curricular y los programas de
estudio apuntan a un desarrollo integral de las y los estudiantes. Para tales
efectos, esos aprendizajes involucran tanto los conocimientos propios de la
disciplina como las habilidades y actitudes.

Se busca que las y los estudiantes pongan en juego estos conocimientos,
habilidades y actitudes para enfrentar diversos desafios, tanto en €l ‘contexto
del sector de aprendizaje como al desenvolverse en su entorno. Esto supone
orientarlos hacia el logro de competencias, entendidas como Ja movilizacion de
dichos elementos para realizar de manera efectiva una accign determinada.

Se trata de una nocién de aprendizaje de acuerdo con la cual los
conocimientos, las habilidades y las actitudes“se desarrollan de manera
integrada vy, a la vez, se enriquecen y potencian de forma reciproca.

Los conocimientos, las habilidades vy.\as actitudes no se adquieren
espontaneamente al estudiar las disciplinas. Requieren promoverse de manera
metddica y estar explicitas en los propdsitos que articulan el trabajo de los
docentes.

CONOCIMIENTOS
Son importantes, perque...

...los conceptos, de las disciplinas o sectores de aprendizaje enriquecen la
comprension ‘de las y los estudiantes sobre los fendmenos que les toca
enfrentar.~les permiten relacionarse con el entorno, utilizando nociones
complejas y profundas que complementan, de manera crucial, el saber que han
genefado por medio del sentido comun y la experiencia cotidiana. Ademas,
estos conceptos son fundamentales para que las y los estudiantes construyan
nuevos aprendizajes.

Se deben desarrollar de manera integrada, porque...

...son una condicion para el progreso de las habilidades. Ellas no se desarrollan
en un vacio, sino sobre la base de ciertos conceptos o conocimientos.
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Son fundamentales
en el actual contexto
social.

Permiten poner en
juego los
conocimientos.

Estan involucradas
en los propdsitos
formativos de la
educacion.

Son enriquecidas por
los conocimientos y
las habilidades.

Orientan la forma de
usar los
conocimientos y las
habilidades.

HABILIDADES
Son importantes, porque...

...el aprendizaje involucra no solo el saber, sino también el saber hacer. Por
otra parte, la continua expansion y la creciente complejidad del conocimiento
demandan cada vez mas capacidades de pensamiento que permitan, entre
otros aspectos, usar la informacién de manera apropiada y rigurosa, examinar
criticamente las diversas fuentes de informacidn disponibles, adquirir y generar
nuevos conocimientos y aplicarlos de manera pertinente.

Esta situacidn hace relevante la promocion de diferentes habilidades; entre
ellas, desarrollar una investigacion, comparar y evaluar la confiabilidad de las
fuentes de informacion y realizar interpretaciones a la luz de la_evidencia.

Se deben desarrollar de manera integrada, porque...

...Sin esas habilidades, los conocimientos y conceptos que puedan elaborar los
estudiantes resultan elementos inertes; es decir, elementos que no pueden
poner en juego para comprender y enfrentar las'diversas situaciones a las que
se ven expuestos.

ACTITUDES
Son importantes, porque...

..los aprendizajes siempré-estan asociados con las actitudes y disposiciones de
las y los estudiantes..Entre los propdsitos establecidos para la educacion se
contempla el desarrotlo en los &mbitos personal, social, ético y ciudadano. Ellos
incluyen aspecteos de caracter afectivo y, a la vez, ciertas disposiciones.

A modo desejemplo, los aprendizajes involucran actitudes como el respeto y la
valoracién hacia personas e ideas distintas, la solidaridad, el interés por el
congcimiento, la valoracion del trabajo, la responsabilidad, el emprendimiento,
la-perseverancia, el rigor, el cuidado y la valoracion del ambiente.

Se deben ensefar de manera integrada, porque...

...requieren de los conocimientos y las habilidades para su desarrollo. Esos
conocimientos y habilidades entregan herramientas para elaborar juicios
informados, analizar criticamente diversas circunstancias y contrastar criterios
y decisiones, entre otros aspectos involucrados en este proceso.

A la vez, las actitudes orientan el sentido y el uso que cada estudiante otorgue
a los conocimientos y las habilidades desarrollados. Son, por lo tanto, un
antecedente necesario para usar constructivamente estos elementos.
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Son propdésitos
generales definidos
en el curriculum...

...que deben
promoverse en toda
la experiencia
escolar.

Integran
conocimientos,
habilidades y
actitudes.

OBJETIVOS FUNDAMENTALES TRANSVERSALES (OFT)

Son aprendizajes que tienen un caracter comprensivo y general, y apuntan al
desarrollo personal, ético, social e intelectual de las y los estudiantes. Forman
parte constitutiva del curriculum nacional y, por lo tanto, los establecimientos
deben asumir la tarea de promover su logro.

Los OFT no se logran por medio de un sector de aprendizaje en partictlar,
conseguirlos depende del conjunto del curriculum. Deben promoverse mediante
las diversas disciplinas y en las distintas dimensiones del quehacer)educativo
dentro y fuera del aula (por ejemplo, por medio del proyecto” educativo
institucional, de los planes de mejoramiento educativo, de la_practica docente,
del clima organizacional, de las normas de convivenciawescolar o de las
ceremonias y actividades escolares).

No se trata de objetivos que incluyan Unicamente actitudes y valores. Supone
integrar esos aspectos con el desarrollo de conegimientos y habilidades.

Dentro de los aspectos mas relevantessse encuentran los relacionados con una
educacion inclusiva. Por un lado, le$\OFT promueven la formacién ciudadana de
todos las y los estudiantes. Poryotro, incluyen una perspectiva de género
orientada a eliminar las desigualdades entre hombres y mujeres, ampliando la
mirada hacia la diversidadyen el aula, formando nifios, nifias y adolescentes
responsables de su prapiobienestar y del bien comun
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Se organizan en una
matriz comidn para
educacion basica y
media.

A partir de la actualizacion al Marco Curricular realizada el afio 2009, estos
objetivos se organizaron bajo un esquema comun para la educacion basica y la
educacion media. De acuerdo con este esquema, los Objetivos Fundamentales
Transversales se agrupan en cinco ambitos: crecimiento y autoafirmacion
personal; desarrollo del pensamiento; formacion ética; la persona y su entorno;
y, tecnologias de la informacién y la comunicacién.

OFT

("‘ L

Lenguaje y Comunicacion A

. Crecimiento y
Matematica autoafirmacién

personal =

Historia, Geografia y Ciencias Sociales ﬁ
Biologia -

Ciencias Naturales / Quimica Desarrollo del
Fisica pensamiento

I -
Educacion Tecnoldgica l‘, .d

Artes Musicales / Artes Visuales

Formacion ética

Educacion Fisica

F 3
Orientacion E;g

La personaysu |+
Religién entorno

Filosofia @

Tecnologias de
informacion y
comunicacion
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Describen
sintéticamente
cémo progresa el
aprendizaje...

...de manera
congruente con el
Marco Curricular y
los programas de
estudio.

Sirven de apoyo
para planificar y
evaluar...

...y para atender la
diversidad al
interior del curso.

MAPAS DE PROGRESO

Son descripciones generales que sefialan como progresan habitualmente los
aprendizajes en las areas clave de un sector determinado. Se trata de
formulaciones sintéticas que se centran en los aspectos esenciales de cada
sector. De esta manera, ofrecen una vision panoramica sobre la progresion del
aprendizaje en los doce afios de escolaridad®.

Los Mapas de Progreso no establecen aprendizajes adicionales a los definidos
en el Marco Curricular y los programas de estudio. Su particularidad consiste en
que entregan una vision de conjunto sobre la progresion esperada .en-todo el
sector de aprendizaje. Su particularidad consiste en que entregan ‘una vision
longitudinal sobre los aprendizajes.

En este marco, los Mapas de Progreso son una herramienta-que esta al servicio
del trabajo pedagdgico que realiza el docente, entregandele orientaciones en
relacidon con la trayectoria de los aprendizajes esperades de sus estudiantes.
Este dispositivo debe ser asumido como complemeéntario al marco curricular vy,
por consiguiente, su utilizacion es totalmente gpcional y voluntaria por parte de
las escuelas, las que deberan decidir su uso domo referencia de la progresion
de aprendizajes, de acuerdo a los analisis. de pertinencia que cada comunidad
realice.

En definitiva, los Mapas de Progreso se constituyen en un recurso de apoyo
para la labor formativa del profesor y resguardan la coherencia de los
aprendizajes esperados con larestructura curricular vigente que, para el caso de
este curso y sector en particular, corresponde a Objetivos Fundamentales y
Contenidos Minimos Qbligatorios de la Educacion Basica y Media, Actualizacion
2009.

¢QUE UTILIDAB, TIENEN LOS MAPAS DE PROGRESO PARA EL TRABAJO DE LOS
DOCENTES?

Pueden4ser un apoyo importante para definir objetivos adecuados, para
desarrollar los procesos de enseflanza y para evaluar los respectivos
aprendizajes (ver las Orientaciones para planificar y las Orientaciones para
evaluar que se presentan en el programa).

Ademas, son un referente Util para atender a la diversidad de estudiantes

dentro del aula:

e Permiten no solamente constatar que existen distintos niveles de
aprendizaje dentro de un mismo curso, sino que, ademas, si se usan para
analizar los desempefios de las y los estudiantes, ayudan a caracterizar e
identificar con mayor precision en qué consisten esas diferencias.

e La progresibn que describen permite reconocer cémo orientar los
aprendizajes de los distintos grupos del mismo curso; es decir, de aquellos

4 Los Mapas de Progreso describen en siete niveles el crecimiento habitual del aprendizaje de los estudiantes en un
ambito o eje del sector. Cada uno de estos niveles presenta una expectativa de aprendizaje correspondiente a dos
afios de escolaridad. Por ejemplo, el Nivel 1 corresponde al logro que se espera para la mayoria de los nifios y nifias
al término de 2° basico; el Nivel 2 corresponde al término de 4° basico, y asi sucesivamente. El Nivel 7 describe el
aprendizaje de una o un estudiante que al egresar de la Educacion Media es “sobresaliente”, es decir, va mas alla
de la expectativa para 4° medio que describe el Nivel 6 en cada mapa.
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gue no han conseguido el nivel esperado y de aquellos que ya lo alcanzaron
o lo superaron.

e Expresan el progreso del aprendizaje en un area clave del sector, de
manera sintética y alineada con el Marco Curricular.

Propuesta de Programa de Estudio — Matematica 4° medio 11
Presentada a aprobacién del Consejo Nacional de Educacion, abril 2015
Unidad de Curriculum y Evaluacion, Ministerio de Educacion



Relacion entre Mapa de Progreso, Programa de Estudio y Marco Curricular

Marco Curricular
Prescribe los Objetivos Fundamentales y los Contenidos Minimos Obligatorios que todos las y los
estudiantes deben lograr.

1
i Ejemplo:

i Objetivo Fundamental para 3° medio:

I Comprender que los organismos han desarrollado mecanismos de funcionamiento sistémico y de interaccion integrada

1 con el medio exterior, de manera de mantener un ambiente interno estable, 6ptimo y dindmico, que le confiere cierta

I independencia de las fluctuaciones del medio exterior.

I Contenido Minimo Obligatorio

! Descripcion del control hormonal y nervioso en la coordinacion e integracion de respuestas adaptativas del organismo
I frente a cambios que modifican su estado de equilibrio, por ejemplo, el estrés, los cambios transitorios o estacionales de
! la temperatura ambiente.

1

v v
Programa de Estudio Mapa de Progreso
Orientan la labor pedagogica, estableciendo Entrega una vision sintética del progreso del aprendizaje en un &rea clave del
Aprendizajes Esperados que dan cuenta de los OF sector y se ajusta a las expectativas del Marco Curricular.
y CMO, y los organiza temporalmente por medio
de unidades.
i Ejemplo:

“Mapa de Progreso Estructura y funcion de los seres vivos”

Ejemplo: e
Aprendizaje Esperado 3° medio:

“Explicar el funcionamiento de circuitos de
retroalimentacion que permiten la estabilidad del

medio interno de los organismos. Nivel 6 ...Comprende la contribucién de los sistemas nervioso y endocrino en

la mantencién del medio interno, en términos de comunicacién molecular.
Comprende los principios generales del funcionamiento del sistema inmune en
la defensa de los organismos. EvalUa criticamente hipétesis, conceptos,
procedimientos, datos, resultados y conclusiones de investigaciones cientificas
cldsicas y contemporaneas...
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CONSIDERACIONES GENERALES PARA IMPLEMENTAR EL PROGRAMA

La lectura, la
escritura y la
comunicacion oral
deben promoverse
en los distintos
sectores de
aprendizaje.

Estas habilidades se
pueden promover
de diversas formas.

Las orientaciones que se presentan a continuacion destacan elementos
relevantes al momento de implementar el programa. Estas orientaciones se
vinculan estrechamente con algunos de los OFT contemplados en el curriculum.

USO DEL LENGUAIJE

Las y los docentes deben promover el ejercicio de la comunicacion oral; la
lectura y la escritura como parte constitutiva del trabajo pedagdgico
correspondiente a cada sector de aprendizaje.

Su importancia se basa en que las habilidades de comunicacion son
herramientas fundamentales que las y los estudiantes. deben emplear para
alcanzar los aprendizajes propios de cada sector. Se trata de habilidades que
no se desarrollan Unicamente en el contexto (del sector Lenguaje vy
Comunicacion, sino que se consolidan mediante Jel ejercicio en diversos
espacios y en torno a distintos temas y, porsle”tanto, involucran a los otros
sectores de aprendizaje del curriculum.

Cabe mencionar la presencia en los establecimientos de bibliotecas escolares
CRA®, una herramienta que las y los-docentes podrian aprovechar al maximo,
pues dispone de una variada oferta\de recursos de aprendizaje para todas las
edades y, ademas, es de facil acceso.

Al momento de recurrir @ la lectura, la escritura y la comunicacién oral, las y
los docentes deben pracurar en las y los estudiantes:

Lectura:

e La lectura®™de distintos tipos de textos relevantes para el sector (textos
informatives propios del sector, textos periodisticos y narrativos, tablas vy
graficos):

e La 4ectura de textos de creciente complejidad en los que se utilicen
camceptos especializados del sector.

e oka lectura de textos que promuevan el analisis critico del entorno.

o) La identificacion de las ideas principales y la localizacién de informacién
relevante.

e La realizacion de resimenes y sintesis de las ideas y argumentos
presentados en los textos.

e El desarrollo de competencias de informacién, como la busqueda de
informaciéon en fuentes escritas, discriminandola y seleccionandola de
acuerdo a su pertinencia.

e La comprension y el dominio de nuevos conceptos y palabras.

e La construccidon de sus propias ideas y opiniones a partir del contenido o
argumentos presentados en el texto.

e El uso de su biblioteca escolar CRA para fomentar el disfrute de la lectura y
el trabajo de investigacién.

5 Centro de Recursos para el Aprendizaje.
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Debe impulsarse el
uso de las TIC en
todos los sectores
de aprendizaje.

Se puede recurrir a
diversas formas de
uso de estas
tecnologias.

Escritura:

La escritura de textos de diversa extensién y complejidad (por ejemplo,
reportes, ensayos, descripciones y respuestas breves).

La organizacion y presentacién de informacién por medio de esquemas o
tablas.

La presentacién de las ideas de una manera coherente y clara.

El uso apropiado del vocabulario en los textos escritos.

El uso correcto de la gramatica y de la ortografia.

El conocimiento y uso del lenguaje inclusivo.

Comunicacion oral:

La capacidad de exponer ante otras personas.

La expresion de ideas y conocimientos de manera organizadax

El desarrollo de la argumentacién al formular ideas y opiniones.

El uso del lenguaje con niveles crecientes de precisién,Yincorporando los
conceptos propios del sector.

El planteamiento de preguntas para expresar dudas e inquietudes y para
superar dificultades de comprension.

La disposicion para escuchar informacion de’manera oral, manteniendo la
atencién durante el tiempo requerido.

La interaccion con otras personas .para intercambiar ideas, analizar
informacién y elaborar conexiones eh,relacion con un tema en particular,
compartir puntos de vista y lograr-aeuerdos.

USO DE LAS TECNOLOGIAS/DE LA INFORMACION Y LA COMUNICACION
(TIC)

El desarrollo de las.capacidades para utilizar las Tecnologias de la Informacién
y la Comunicacion (TIC) esta contemplado de manera explicita como uno de los
Objetivos Fundamentales Transversales del Marco Curricular. Esto demanda
que el dominie-y uso de estas tecnologias se promueva de manera integrada al
trabajo que,se lleva a cabo al interior de los sectores de aprendizaje. Para esto,
se debelprocurar que la labor de las y los estudiantes incluya el uso de las TIC
para:

Buscar, acceder y recolectar informacidén en paginas web u otras fuentes, y
seleccionar esta informacién, examinando criticamente su relevancia y
calidad.

Procesar y organizar datos utilizando plantillas de calculo, y manipular la
informacién  sistematizada en ellas para identificar tendencias,
regularidades y patrones relativos a los fendmenos estudiados en el sector.
Desarrollar y presentar informacién mediante el uso de procesadores de
texto, plantillas de presentacion y herramientas y aplicaciones de imagen,
audio y video.

Intercambiar informacién por medio de las herramientas que ofrece
internet, como correo electronico, chat, espacios interactivos en sitios web
y/o comunidades virtuales.

Identificar y resguardarse de los riesgos potenciales del uso de las TIC,
mediante el cuidado personal y el respeto por el otro.

Respetar y asumir consideraciones éticas en el uso de las TIC, como
sefialar las fuentes de donde se obtiene la informacién y seguir las normas
de uso y de seguridad de los espacios virtuales.
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La diversidad entre
estudiantes
establece desafios
que deben tomarse
en consideracion.

Es necesario
atender a la
diversidad para que
todos logren los
aprendizajes.

Esto demanda
conocer qué saben
y, sobre esa base,
definir con
flexibilidad las
diversas medidas

ATENCION A LA DIVERSIDAD

En el trabajo pedagdgico, las y los docentes deben tomar en cuenta la
diversidad entre estudiantes en términos culturales, sociales, de sexo, de
género, religiosos, étnicos y respecto de estilos y ritmos de aprendizaje vy
niveles de conocimiento.

Esa diversidad conlleva desafios que las y los docentes tienen que contemplar.
Entre ellos, cabe sefalar:

e Reconocer la heterogeneidad de ritmos, estilos y desarralloy cognitivo
existente en el aula, adaptando las actividades presentes en este programa
al diagndstico de cada grupo curso.

e Promover el respeto a cada uno de las y los estudiantes;nen un contexto de
valoracién y apertura, considerando las diferenciasde género y evitando
toda forma de discriminacién arbitraria.

e Procurar que los aprendizajes se desarrollen dé.ima manera significativa en
relacién con el contexto y la realidad de las, y/los estudiantes.

e Intentar que todos las y los estudiantes logren los objetivos de aprendizaje
sefalados en el curriculum, integrando)la diversidad que se manifiesta
entre ellos.

ATENCION A LA DIVERSIDAD Y PROMOCION DE APRENDIZAJES

Se debe tener en cuenta que’atender a la diversidad de estilos y ritmos de
aprendizaje no implica “expectativas mas bajas” para algunos estudiantes. Por
el contrario, la necesidad de educar en forma diferenciada aparece al constatar
que hay que reconocer”los requerimientos didacticos personales de las y los
estudiantes, para que todos alcancen altas logros. Con esto, se aspira a que
todos las y los*estudiantes alcancen los aprendizajes dispuestos para su nivel o
grado.

En atencidon a lo anterior, es conveniente que, al momento de disefiar el trabajo
en mnarunidad, el o la docente considere que precisaran mas tiempo o métodos
pertinentes para que todos sus estudiantes logren los aprendizajes propuestos.
Para esto, debe desarrollar una planificacién intencionada que genere las
condiciones que le permitan:

e Conocer los diferentes niveles de aprendizaje y conocimientos previos de
sus estudiantes.

e Incluir ejemplos y analogias que apelen de manera respetuosa a la
diversidad y que incluyan a hombres y mujeres.

e Conocer el contexto y entorno en el cual se desenvuelven sus estudiantes,
para desarrollar experiencias de aprendizaje significativas.

pertinentes. . . . .

e Conocer las motivaciones e intereses de sus estudiantes.

e Conocer las fortalezas y habilidades de sus estudiantes para potenciar sus
aprendizajes.

e Evaluar y diagnosticar en forma permanente para reconocer las
necesidades de aprendizaje.

e Definir la excelencia, considerando el progreso individual como punto de
partida.

Propuesta de Programa de Estudio - Matematica 4° medio 15

Presentada a aprobacién del Consejo Nacional de Educacion, abril 2015
Unidad de Curriculum y Evaluacion, Ministerio de Educacion



e Incluir combinaciones didacticas (agrupamientos, trabajo grupal, rincones)
y materiales diversos (visuales, objetos manipulables).
e Evaluar de distintas maneras a sus estudiantes y dar tareas con multiples

opciones.

e Promover la confianza de sus estudiantes en si mismos y el valor de
aprender.

e Promover un trabajo sistematico por parte de sus estudiantes y ejercitacion
abundante.

ENSENAR A CONSTRUIR LA IGUALDAD DE GENERO DESDE LA PRACTICA

Tal como hombres y mujeres tienden a cumplir roles diferentes en la sociedad,
debido entre otras cosas a la socializacién, también nifos y_ nifias tienden a
cumplir roles diferentes en la sala de clase. El espagio escolar debe
proporcionar experiencias de colaboracion entre nifias- y nifios, hombres vy
mujeres, que les permitan lograr objetivos compartidesydesde una posicion de
igualdad. Se recomienda a las y los docentes que:

e Propicien la reflexion y discusion sobre'temas de género realizando
actividades que incentiven el reconocimiento de los roles, lenguajes y
estereotipos con los que se identifican-sus estudiantes, y asi reflexionen y
compartan opiniones sobre ello.

e Eviten reforzar estereotipos, ensefiando que no existen actividades
laborales propias solo de las mujeres o de los hombres, como por ejemplo,
las profesiones cientificas-0Mas de cuidado de otros.

e Pongan atencion .ayla forma en que se refieren a las y los
estudiantes visibilizando tanto a hombres como a mujeres, nifias y nifios,
profesoras y profesores, evitando sesgos en el trato.

e Erradiquen toda forma de discriminacién en sus estudiantes, no
pasando por alto las bromas, apodos, acciones de discriminacion o actos
humillantes/basados en las supuestas diferencias entre hombres y mujeres.
Por ejemplo, denostar a un estudiante al que le gusta bailar, atribuyéndole
caracteristicas femeninas con el fin de humillarlo.

e +Eviten la rivalidad entre los géneros, aplicando metodologias que
favorezcan el desarrollo de competencias de forma igualitaria, donde la
relacion entre los géneros sea de cooperacidon y autonomia. Por ejemplo,
mediante la conformacién de grupos mixtos que permitan que las y los
estudiantes se reconozcan en funcion de sus capacidades, talentos e
intereses individuales.

e Promuevan la actividad fisica y el deporte de manera equitativa
entre hombres y mujeres, ya que son necesarios para llevar una vida
saludable, independientemente del sexo.

e Promuevan espacios o instancias de expresion de emociones y
sentimientos, por ejemplo, conversando con sus estudiantes acerca de la
necesidad de expresar sentimientos, y sin coartar la expresiéon de sus
afectos y emociones.

e Eviten presentar como naturales diferencias entre hombres y
mujeres que son culturalmente adquiridas, por ejemplo, considerar
que las mujeres son mas aptas para estudiar carreras del ambito de la
salud, debido a la supuesta condicién natural que poseen para cuidar u
ocuparse de otros, como si fuera la extensién de su maternidad.
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ORIENTACIONES PARA PLANIFICAR

La planificacién
favorece el logro de
los aprendizajes.

La planificacidon es un elemento central en el esfuerzo por promover, dirigir y
garantizar los aprendizajes de las y los estudiantes. Permite maximizar el uso
del tiempo y definir los procesos y recursos necesarios para lograr los

aprendizajes que se deben alcanzar.

Los programas de estudio del Ministerio de Educacion constituyen una

El programa sirve de
apoyo a la
planificacién
mediante un conjunto
de elementos
elaborados para este
fin.

herramienta de apoyo al proceso de planificacion. Para estos efectos han sido
elaborados como un material flexible que las y los docentes pueden adaptar a
su realidad en los distintos contextos educativos del pais.

El principal referente que entrega el programa de estudio para planificar son los
Aprendizajes Esperados. De manera adicional, el programa apoya la

planificacion por medio de la propuesta de unidades, .devla estimacién del
tiempo cronoldgico requerido en cada una y de la sugerencia de actividades
para desarrollar los aprendizajes.

Las actividades que se presentan en este .documento tienen un caracter
referencial y, si bien pueden ser desarrolladas directamente, se sugiere a la o el
docente realizar un diagndstico de los aprendizaje de sus estudiantes y, a partir
de este, adaptarlas de acuerdo al contexto existente en el aula.

CONSIDERACIONES GENERALES PARA REALIZAR LA PLANIFICACION

La planificaciéon es un proceso’que se recomienda llevar a cabo considerando
los siguientes aspectos:

Se debe planificar
tomando en cuenta
la diversidad, el
tiempo real, las
practicas anteriores
y los recursos
disponibles.

e La diversidad de-ritmos y estilos de aprendizaje de las y los estudiantes del
curso, lo qué implica planificar considerando desafios para los distintos
grupos de estudiantes.

e El tiempo“real con que se cuenta, de manera de optimizar el tiempo
disponible.

e Las“practicas pedagdgicas que han dado resultados satisfactorios.

e ALQ% recursos para el aprendizaje con que se cuenta: textos escolares,
materiales didacticos, recursos elaborados por la escuela o aquellos que es
necesario disefiar, laboratorio y materiales disponibles en la biblioteca
escolar CRA, entre otros.

e En el caso de una actividad que contemple el uso de la biblioteca escolar
CRA, sobre todo en actividades de investigacion, se recomienda coordinarse
anticipadamente con el encargado o coordinador pedagodgico de la
biblioteca escolar.

SUGERENCIAS PARA EL PROCESO DE PLANIFICACION

Para que la planificacién efectivamente ayude al logro de los aprendizajes, debe
estar centrada en torno a ellos y desarrollarse a partir de una vision clara de lo
que las y los estudiantes deben y pueden aprender. Para alcanzar este objetivo,
se recomienda elaborar la planificacion en los siguientes términos:

Lograr una visién lo
mas clara y concreta
posible sobre los
desempefios que dan
cuenta de los
aprendizajes...

e Comenzar por una especificacion de los Aprendizajes Esperados que no se
limite a listarlos. Una vez identificados, es necesario desarrollar una idea lo
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...y, sobre esa base,
decidir las
evaluaciones, las
estrategias de
enseflanza y la
distribucion
temporal.

La planificacion
anual se debe llevar
a cabo con una
vision realista de los
tiempos disponibles
durante el afio.

mas clara posible de las expresiones concretas que puedan tener. Esto
implica reconocer qué desempenos de las y los estudiantes demuestran el
logro de los aprendizajes. Se deben poder responder preguntas como:
¢Qué deberian ser capaces de demostrar las y los estudiantes que han
logrado un determinado Aprendizaje Esperado? o équé habria que observar
para saber que un aprendizaje ha sido logrado?

e A partir de las respuestas a esas preguntas, decidir las evaluaciones que se
llevardn a cabo y las estrategias de ensenanza. Especificamente, ~se
requiere identificar qué tarea de evaluacidn es mas pertinentex para
observar el desempefio esperado y qué modalidades de .ensefianza
facilitaran alcanzar este desempefio. De acuerdo con este progésp, se debe
definir las evaluaciones formativas y sumativas, las actiVidades de
ensefianza y las instancias de retroalimentacion.

Los docentes pueden complementar los programas con lesyMapas de Progreso,
que entregan elementos Utiles para reconocer el tipo’deydesempefio asociado a
los aprendizajes.

Se sugiere planificar en tres escalas temporales?, anual, de unidad y de cada
clase.

LA PLANIFICACION ANUAL

En este proceso, las y los docentes deben distribuir los Aprendizajes Esperados
a lo largo del afo escolar considerando su organizacién por unidades, estimar
el tiempo que se requeriran para cada unidad y priorizar las acciones que
conduciran a logros academicos significativos.

Para esto las y los docentes tienen que:

e Alcanzar Una vision sintética del conjunto de aprendizajes a lograr durante
el afig;~dimensionando el tipo de cambio que se debe observar en las y los
estudiantes. Esto debe desarrollarse segin los Aprendizajes Esperados
especificados en los programas. Los Mapas de Progreso pueden resultar un
apoyo importante.

o) Identificar, en términos generales, el tipo de evaluacién que se requerira
para verificar el logro de los aprendizajes. Esto permitira desarrollar una
idea de las demandas y los requerimientos a considerar para cada unidad.

e Sobre la base de esta visidn, asignar los tiempos a destinar a cada unidad.
Para que esta distribucidn resulte lo mas realista posible, se recomienda:

o Listar dias del afo y horas de clase por semana para estimar el tiempo
disponible.

o Elaborar una calendarizacién tentativa de los Aprendizajes Esperados
para el ano completo, considerando los feriados, los dias de prueba y
de repaso, la realizacion de evaluaciones formativas y la entrega de
retroalimentacién.

o Hacer una planificacion gruesa de las actividades de acuerdo con la
calendarizacion.

o Ajustar permanentemente la calendarizacion o las actividades
planificadas.
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Es preciso realizar
este proceso sin
perder de vista la
meta de aprendizaje
de la unidad.

Es fundamental
procurar que los
estudiantes sepan
qué y por qué van a
aprender, qué
aprendieron y de
qué manera.

LA PLANIFICACION DE LA UNIDAD

Implica tomar decisiones mas precisas sobre qué ensefiar y como ensefiar,

considerando la necesidad de ajustarlas a los tiempos asignados a la unidad.

La planificacion de la unidad debiera seguir los siguientes pasos:

e Especificar la meta de la unidad. Al igual que la planificacion anual, esta
visidn debe sustentarse en los Aprendizajes Esperados de la unidad y se
recomienda complementarla con los Mapas de Progreso.

e Idear una herramienta de diagndstico de inicio de la unidad.

e Crear una evaluacién sumativa para la unidad.

e Calendarizar los Aprendizajes Esperados por semana.

e Establecer las actividades de ensefianza que se desarrollaran.

e Generar un sistema de seguimiento de los Aprendizajes "Esperados,
especificando los tiempos y las herramientas para realizar) evaluaciones
formativas y entregar retroalimentacion.

e Ajustar el plan continuamente ante los requerimientos de las y los
estudiantes.

LA PLANIFICACION DE CLASE

Es imprescindible que cada clase sea disefiada considerando que todas sus

partes estén alineadas con los Aprendizajes Esperados que se busca promover

y con la evaluacién que se utilizara. Recuerde que el clima escolar influye

directamente en la calidad de los ‘aprendizajes, por lo que es importante crear

todas las condiciones propiciasypara el aprendizaje, con especial énfasis en las
relaciones de convivencia-entre las y los estudiantes, y entre estos con las y los
docentes.

Adicionalmente, se.recomienda que cada clase sea disefiada distinguiendo su

inicio, desarrollo( y,>cierre, y especificando claramente qué elementos se

consideraran én cada una de estas partes. Se requiere tomar en cuenta
aspectos coma.los siguientes:

e Inicioy-en esta fase se debe procurar que las y los estudiantes conozcan el
proposito de la clase; es decir, qué se espera que aprendan. A la vez, se
debe 'buscar captar su interés y que visualicen cdmo se relaciona lo que
aprenderan con lo que ya saben y con las clases anteriores.

e Desarrollo: en esta etapa las y los docentes llevan a cabo la actividad
contemplada para la clase.

e Cierre: este momento puede ser breve (5 a 10 minutos), pero es central.
En él se debe procurar que las y los estudiantes se formen una vision
acerca de qué aprendieron y cual es la utilidad y relacién de las estrategias
y experiencias desarrolladas con su entorno y realidad cotidiana para
promover un aprendizaje significativo.
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Apoya el proceso de
aprendizaje al
permitir su
monitoreo,
retroalimentar a los
estudiantes y
sustentar la
planificacion.

Explicitar qué se
evaluara.

Identificar logros y
debilidades.

Ofrecer
retroalimentacion.

ORIENTACIONES PARA EVALUAR

La evaluacidén forma parte constitutiva del proceso de ensefianza. No se debe
usar solo como un medio para controlar qué saben las y los estudiantes, sino
que, ademas, cumple un rol central en la promocién y el desarrollo del
aprendizaje. Para que cumpla efectivamente con esta funcion, debe tener como
objetivos:

e Ser un recurso para medir el progreso en el logro de los aprendizajes.

e Proporcionar informacidon que permita conocer las fortalezas y debilidades
de las y los estudiantes y, sobre esta base, retroalimentar la<enséfianza y
potenciar los logros esperados dentro del sector.

e Ser una herramienta util para la planificacion.

e Ser una herramienta que permita la autorregulacioan de las y los
estudiantes.

éCOMO PROMOVER EL APRENDIZAJE POR MEDIO DE LA EVALUACION?

Las evaluaciones adquieren su mayor potencial para promover el aprendizaje si
se llevan a cabo considerando lo siguiente:

e Informar a las y los estudiantes, sobre los aprendizajes que se evaluaran.
Esto facilita que puedan .orientar su actividad hacia el logro de los
aprendizajes que deben lograr.

e Elaborar juicios sobre™el grado en que se logran los aprendizajes que se
busca alcanzar, fundados en el andlisis de los desempefios de las y los
estudiantes. Las-—evaluaciones entregan informacién para conocer sus
fortalezas y (debilidades. El andlisis de esta informacidn permite tomar
decisiones ‘para mejorar los resultados alcanzados.

e Promover ‘f@ autoevaluacion entre las y los estudiantes.

e Retroalimentar a las y los estudiantes sobre sus fortalezas y debilidades.
Compartir esta informacion con ellas y ellos permite orientarlos acerca de
l6s¥pasos que deben seguir para avanzar. También les da la posibilidad de
desarrollar procesos metacognitivos y reflexivos destinados a favorecer sus
propios aprendizajes, lo que, a su vez, facilita que se involucren vy
comprometan con estos.
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Los mapas apoyan
diversos aspectos
del proceso de
evaluacion.

Es necesario partir
estableciendo los
Aprendizajes
Esperados a
evaluar...

...y luego decidir qué
se requiere para su
evaluacién en
términos de
evidencias, métodos,
preguntas y
criterios.

éCOMO SE PUEDEN ARTICULAR LOS MAPAS DE PROGRESO DEL
APRENDIZAJE CON LA EVALUACION?

Los Mapas de Progreso ponen a disposicion de las escuelas de todo el pais un
mismo referente para observar el desarrollo del aprendizaje de las y los
estudiantes y los ubican en un continuo de progreso. Los Mapas de Progreso
apoyan el seguimiento de los aprendizajes, pues permiten:

e Reconocer aquellos aspectos y dimensiones esenciales de evaluar.

e Aclarar la expectativa de aprendizaje nacional al conocer la descripcion de
cada nivel, sus ejemplos de desempefio y el trabajo «omcreto de
estudiantes que ilustran esta expectativa.

e Observar el desarrollo, la progresiéon o el crecimiento de_ las .competencias
de una o un estudiante al constatar cdmo sus  desempefios se van
desplazando en el mapa.

e Contar con modelos de tareas y preguntas que permiten a cada estudiante
evidenciar sus aprendizajes.

éCOMO DISENAR LA EVALUACION?

La evaluacion debe disefiarse a partit~de los Aprendizajes Esperados, con el
objeto de observar en qué grade,’se alcanzan. Para lograrlo, se recomienda
disefiar la evaluacion junto condla planificacion y considerar las siguientes
preguntas:

e ¢(Cudles son los Aprendizajes Esperados del programa que abarcara la
evaluacién?
Si debe prionizar; considere aquellos aprendizajes que seran duraderos y
prerrequisitos para desarrollar otros aprendizajes. Para esto, los Mapas de
Progreso pueden ser de especial utilidad.

e (¢Quédevidencia necesitarian exhibir sus estudiantes para demostrar que
dominan los Aprendizajes Esperados?
Se recomienda utilizar como apoyo los Indicadores de Evaluacién que
presenta el programa.

e ¢Qué método empleara para evaluar?
Es recomendable utilizar instrumentos y estrategias de diverso tipo
(pruebas escritas, guias de trabajo, informes, ensayos, entrevistas,
debates, mapas conceptuales, informes de laboratorio e investigaciones,
entre otros).
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En lo posible, se deben presentar situaciones que pueden resolverse de
distintas maneras y con diferentes grados de complejidad, para que los
diversos estudiantes puedan solucionarlas y asi mostrar sus distintos niveles y
estilos de aprendizaje.

e (Qué preguntas incluird en la evaluacion?
Se deben formular preguntas rigurosas y alineadas con los Aprendizajes
Esperados, que permitan demostrar la real comprensién del contenido
evaluado.

e (Cudles son los criterios de éxito? éCudles son las caracteristicas-dé una
respuesta de alta calidad?

Esto se puede responder con distintas estrategias. Por ejemplo:

- Comparar las respuestas de sus estudiantes con las mejores respuestas
de otros estudiantes de edad similar. Se pueden~usar los ejemplos
presentados en los Mapas de Progreso.

- Identificar respuestas de evaluaciones previamente realizadas que
expresen el nivel de desempefio esperade’y utilizarlas como modelo
para otras evaluaciones aplicadas en tarno,al mismo aprendizaje.

- Desarrollar rubricas que indiquen loS resultados explicitos para un
desempefio especifico y que muestren los diferentes niveles de calidad
para dicho desempefio.
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MATEMATICA

PROPOSITOS

El aprendizaje de la matematica ayuda a comprender la realidad y proporciona herramientas para
desenvolverse en la vida cotidiana. Entre ellas se encuentran el calculo, el analisis de la informacion
proveniente de diversas fuentes, y la capacidad de generalizar situaciones, formular conjeturas,
evaluar la validez de resultados y seleccionar estrategias para resolver problemas. Todo, €sto
contribuye a desarrollar un pensamiento légico, ordenado, critico y auténomo, y a generar actitudes
como precisidon, rigurosidad, perseverancia y confianza en si mismo, que se valoran no ‘sélo en la
ciencia y la tecnologia, sino también en la vida cotidiana.

Aprender matematica acrecienta también las habilidades relativas a la comunicacion; por una parte,
ensefia a presentar informacién con precisidon y rigurosidad y, por otra, a demandar’exactitud y rigor
en las informaciones y argumentos que se recibe.

El conocimiento matematico y la capacidad para usarlo provocan importahtes consecuencias en el
desarrollo, el desempefio y la vida de las personas. El entorno, §ocial valora el conocimiento
matematico y lo asocia a logros, beneficios y capacidades de orden-superior. Aprender matematica
influye en el concepto que nifios, jovenes y adultos construyen sobre’si mismos y sus capacidades; por
lo tanto, contribuye a que la persona se sienta un ser auténomo<y valioso. En consecuencia, la calidad,
la pertinencia y la amplitud de ese conocimiento afectan lasyposibilidades y la calidad de vida de las
personas y el potencial de desarrollo del pais.

La matematica ofrece también la posibilidad de trabajar con entes abstractos y sus relaciones, y
prepara a los estudiantes para que entiendan €l tnedio y las multiples relaciones que se dan en un
espacio simbolico y fisico de complejidad créciente. En este espacio, la cultura, la tecnologia y las
ciencias se redefinen en forma permanente=y 'se hacen mas dificiles, y las finanzas, los sistemas de
comunicacién y los vinculos entre naciongs y’culturas se relacionan y se globalizan.
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HABILIDADES

Al estudiar matematica, el estudiante desarrolla el razonamiento légico, la visualizacion espacial, el
pensamiento analitico, el calculo, el modelamiento y las destrezas para resolver problemas. La tabla

siguiente puede resultar Gtil para:

e observar transversalmente las habilidades que se desarrollan en el sector;

o focalizarse en un nivel y disefiar actividades y evaluaciones que enfaticen dichas habilidades;

e situarse en el nivel y observar las habilidades que se trabajaron en los afios anteriores y las que se
desarrollaran mas adelante;

e advertir diferencias y similitudes en los énfasis por ciclos de ensefianza.

Habilidades de pensamiento matematico

7° basico 8° basico I medio II medio III medio IV medio
Resolver Resolver Analizar Aproximar Resolver Resolver
problemas en problemas en estrategias de numeros problemas con - un problemas
contextos contextos resolucion de mediante campo numérico utilizando datos
diversos y diversos y problemas de variados masamplio. estadisticos.
significativos, significativos. acuerdo con métodos.
utilizando los criterios
contenidos del definidos.
nivel.
Analizar la Evaluar la Analizar Argumentar. Argumentar la Argumentar con
validez de los validez de los estrategias de respecto de-las validez de respecto a la
procedimientos resultados resolucién de variaciones que conjeturas y confiabilidad de
utilizados y de obtenidos y el problemas de se producen en proposiciones. la informacion.
los resultados empleo de acuerdo con la
obtenidos. dichos criterios representacion
resultados para definidos. grafica de
fundamentar funciones.
opiniones y
tomar
decisiones.
Formular
conjeturas
generalizando en
forma algebraica.
Ordenar Ubicar raices en Ubicar nimeros Ubicar objetos
ndmeros y la recta complejos en el geomeétricos en
ubicarlos en la numeérica. plano complejo. el espacio.
recta numérica.
Hacer calculos Hacer calculos Hacer calculos en
en forma mental §| en forma mental forma mental,
y escrita. y escrita. escrita y con
calculadora.
Emplear formas Emplear formas Aplicar modelos Modelar Modelar Modelar
simples de simples de lineales que situaciones situaciones situaciones
modelamiento modelamiento representan la diversas a través | diversas a través diversas y
matematico. matematico. relacion entre de funciones. de funciones. fendmenos a
variables través de
funciones.
Verificar Diferenciar entre | Demostrar Demostrar Utilizar
proposiciones verificacion y propiedades y propiedades y propiedades y
simples, para demostracion de | teoremas. proposiciones. proposiciones en

casos
particulares.

propiedades.

el proceso de
resolucion de
problemas.
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ORIENTACIONES DIDACTICAS

Se ha concebido este sector como una oportunidad para que los estudiantes construyan aprendizajes
de vida. La matematica es un area poderosa de la cultura, pues permite comprender, explicar y
predecir situaciones y fendmenos del entorno. Por eso, es importante que los docentes se esfuercen
para que todos los alumnos del pais aprendan los conocimientos y desarrollen las capacidades propias
de esta disciplina. Estos programas entregan algunas orientaciones que ayudaran a los profesores a
cumplir con este objetivo por medio de la planificacién, en el transcurso de las clases.

Los conceptos matematicos: profundidad e integracion

Los estudiantes deben explorar en las ideas matematicas y entender que ellas constituyénjun todo y
no fragmentos aislados del saber. Tienen que enfrentar variadas experiencias para que comprendan en
profundidad los conceptos matematicos, sus conexiones y sus aplicaciones. De esta_manera, podran
participar activamente y adquirir mayor confianza para investigar y aplicar.lasy’matematicas. Se
recomienda que usen materiales concretos, lleven a cabo trabajos practicos,’y se apoyen en la
tecnologia, en especial en el ciclo basico.

El uso del contexto

Es importante que el docente aclare que esta disciplina esta enraizada’ en la cultura y en la historia;
asimismo, que impacta en otras areas del conocimiento cientifico, crea consecuencias y permite
aplicaciones. Preguntarse como se originaron los conceptos y rmodelos matematicos, en qué periodos
de la historia y como se enlazaron con la evolucién del pepsamiento es un ancla importante para el
aprendizaje. Se recomienda usar analogias y repreSentaciones cercanas a los estudiantes,
especialmente en las etapas de exploracién. También_se’sugiere aplicar la matematica a otras areas
del saber y en la vida diaria como un modo de apoyar la construccidon del conocimiento matematico.

Pensamiento matematico y resolucion de{problemas

Esta disciplina se construye sobre la base de-regularidades que subyacen a situaciones aparentemente
diversas, y ayuda a razonar en vez de dctuar de modo mecanico. Por eso, es importante invitar a los
alumnos a buscar regularidades. También se busca desarrollar y explicar la nocidon de estrategia,
comparar diversas formas de abordar problemas y justificar y demostrar las proposiciones
matematicas. El docente debe procurar, asimismo, que los estudiantes conjeturen y verifiquen cémo
se comportan los elementos\y las relaciones con que se trabaja. Tienen que analizar los
procedimientos para resolver(iin problema y comprobar resultados, propiedades y relaciones.

Aunque los estudiantes.deben ser competentes en diversas habilidades matematicas, el profesor tiene
que evitar que pordan demasiado énfasis en los procedimientos si no comprenden los principios
matematicos carréspondientes.

Uso del error

Usar adecuadamente el error ayuda a crear un ambiente de bldsqueda y creacion. Un educador puede
aproyéchar la equivocacidn para inducir aprendizajes especialmente significativos, si lo hace de
manefa constructiva. Se debe considerar el error como un elemento concreto para trabajar la
diversidad en clases y permitir que todos los alumnos alcancen los aprendizajes propuestos.

Aprendizaje matematico y desarrollo personal

La clase de Matemadtica ofrece abundantes ocasiones para el autoconocimiento y las interacciones
sociales. Es una oportunidad para la metacognicién®, la que se puede estimular con preguntas como:
¢éComo lo hice?, éde qué otra manera es posible? Ademas, la percepcién que cada cual tiene de su

6 Metacognicidén: conocimiento de la propia actividad y habilidad para para comprender y controlar los procesos cognitivos propios
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propia capacidad para aprender y hacer matematica surge de la retroalimentacion que le ha dado la
propia experiencia. En ese sentido, el docente tiene en sus manos un poderoso instrumento: reconocer
los esfuerzos y los logros de los alumnos. Otros aspectos que también ayudan a que cada estudiante
aumente la confianza en si mismo son valorar las diferencias, aceptar los éxitos o las acciones de sus
pares, crear un clima de confianza y distinguir de qué modo enfrenta cada uno el triunfo o el fracaso,
sea propio o de los demas.

Es importante incentivar a las estudiantes a ser parte activa de las distintas instancias de clases e
interacciones docente-estudiantes. Las y los docentes deben dar estimulos igualitarios para quelas
nifas y ninos se involucren de la misma manera en los ejercicios practicos, como en las respuestas y
preguntas en clases. Es esperable que estimulen la confianza y la empatia de las estudiantes:hacia el
aprendizaje de la matematica, trabajando experiencias y situaciones cercanas a sus intereses. Es
importante evitar que los estudiantes asuman roles diferenciados por género, por ejemplo que las
estudiantes sean las responsables de tomar notas y los estudiantes de exponer las_conclusiones del
grupo.

Tecnologias digitales y aprendizaje matematico

El presente programa propone usar software y ambientes digitales para-ampliar las oportunidades de
aprendizaje de los estudiantes. Estas tecnologias permiten representarsnociones abstractas mediante
modelos en los que se puede experimentar con ideas matematicas; también se puede crear situaciones
para que los alumnos exploren las caracteristicas, los limites (y) las posibilidades de conceptos,
relaciones o procedimientos matematicos. Los procesadores simbdlicos, geométricos y de estadistica
son laboratorios para investigar relaciones y ponerlas a prueba=Con un procesador simbdlico, se puede
analizar y entender nimeros grandes o muy pequefios;sy\€S posible estudiar el comportamiento de
funciones, incluso las de alta complejidad. Internet ofrece multiples ambientes con representaciones
dindmicas de una gran cantidad de objetos matematicos. Los procesadores geométricos permiten
experimentar con nociones y relaciones de la geometria euclidiana, cartesiana o vectorial. Se trata de
un espacio muy atractivo para los estudiantes/y. gue los ayudara mucho a formarse para una vida cada
vez mas influida por las tecnologias digitales.

Clima y motivacion

Se debe propiciar un ambiente creativo para que los alumnos formulen, verifiquen o refuten conjeturas
respecto de los problemas que aboerdan. Ese ambiente debe admitir que el error, la duda y la pregunta
son importantes y valiosos pata) construir conocimiento; asimismo, tiene que valorar los aportes de
todos y aprovecharlos para‘jerear una busqueda y una construccion colectiva. En ese espacio sera
natural analizar acciones y ‘procedimientos y buscar caminos alternativos.

Uso de la Biblioteca-escolar CRA

Se espera que les alumnos visiten la biblioteca escolar CRA y exploren distintos recursos de
aprendizaje para satisfacer sus necesidades e intereses mediante el acceso a lecturas de interés y
numerosas_fuentes, asi como para desarrollar competencias de informacidn e investigacion. Para ello,
es necesario que los docentes trabajen coordinadamente con los encargados y coordinadores de la
biblioteca para que las actividades respondan efectivamente a los objetivos fundamentales que se
buscan lograr.

Por otra parte, la biblioteca escolar CRA puede ser un importante lugar de encuentro para la
cooperacion y participacién de la comunidad educativa. Esta puede cumplir la funcion de acopio de la
informacién generada por docentes y estudiantes en el proceso de aprendizaje, de manera de ponerla
a disposicion de la comunidad educativa. Tanto los documentos de trabajo, como los materiales
concretos producidos, pueden conformar una coleccién especializada dentro del establecimiento.
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VISION GLOBAL DEL ANO

Aprendizajes Esperados por Semestre y Unidad: cuadro sinéptico

Semestre 1

Semestre 2

Unidad 1
Algebra

Unidad 2
Geometria

Unidad 3
Datos y azar 1

Unidad 4
Datos y azar II

AE 1

Modelar situaciones o
fendmenos de las
ciencias naturales
mediante la funcion
potencia f(x) = a - x*
con |z|<3

AE 2

Resolver problemas
utilizando inecuaciones
lineales o sistemas de
inecuaciones lineales.

AE 3

Determinar la funcién
inversa de una funcion
dada.

AE 1

Representar e
identificar puntos en
un sistema
tridimensional de
coordenadas.

AE 2

Representar rectas y
planos en el espacio
mediante ecuaciones
vectoriales y
cartesianas.

AE 3

Determinar areas de
superficie y
volumenes de
cuerpos geométricos
generados pork
traslacion defiguras
planas en el espacio.

AE 4

Determinar areas de
superficie y
volumenes de
cuerpos geomeétricos
generados por
rotacién de figuras
planas en el espacio.

AE 1

Evaluar criticamente
informacidn estadistica
extraida de medios de
comunicacion, tales
como periddicos y
revistas, o de internet.

AE 2

Interpretar el concepto
de “variable aleatoria
continua”.

AE 3

Aplicar los conceptos
de-funcion de densidad
y distribucion de
probabilidad, en el caso
de una variable
aleatoria continua.

AE 1

Aproximar a partir de
histogramas, de
distribuciones binomiales
el gtéfico de la “Campana
de Gauss”.

AE 2

Aplicar distribuciones
normales para resolver
problemas de la vida
diaria.

AE 3

Estimar la media
poblacional de una
distribucion normal sobre
la base de niveles de
confianza dados.

AE 4

Verificar mediante
ejemplos concretos que la
media X de muestras
aleatorias del tamano n,
extraidas de una
poblacidn, se distribuye
aproximadamente
normal, si se aumenta el
tamafio de la muestra.

AE 5

Modelar situaciones de la
vida diaria o de ciencias
con distribuciones
aleatorias, como la
distribucion binomial o la
distribucion normal.

Tiempo estimado
25 horas

Tiempo estimado
32 horas

Tiempo estimado
20horas

Tiempo estimado
37 horas

Propuesta de Programa de Estudio — Matematica 4° medio
Presentada a aprobacién del Consejo Nacional de Educacion, abril 2015
Unidad de Curriculum y Evaluacion, Ministerio de Educacion

27




Propuesta de Programa de Estudio — Matematica 4° medio
Presentada a aprobacion del Consejo Nacional de Educacién, abril 2015
Unidad de Curriculum y Evaluacion, Ministerio de Educacion

28



Unidad 1
Algebra

Propésito
En esta unidad, los estudiantes profundizan en el concepto de funcion, pues desarrollan sus
conocimientos sobre la funcion potencia y trabajan la funcidén inversa de aquellas tratadas en cursos
anteriores.

Ademas, amplian el conocimiento de los sistemas 2x2 de ecuaciones lineales, tratando
adicionalmente sistemas de inecuaciones lineales, los que resuelven de forma algebraica y porZmedio
de representaciones.

El énfasis de esta unidad esta en determinar la inversa de funciones dadas y en reconocer’situaciones
que se modelan mediante la funcidn potencia. Asimismo los alumnos perfeccionan el tratamiento
algoritmico en diferentes conjuntos numéricos y amplian su lenguaje matematico1o-cual demuestran
en explicaciones y argumentos.

Conocimientos previos
e Funcidén cuadratica.
e Ecuacién de segundo grado.
e Funcién exponencial y representacion grafica.
e Funcidn logaritmica y representacion grafica.
e Funcidn raiz cuadrada y representacion grafica.
e Sistemas 2x2 de ecuaciones lineales con dos incédnitas.
e Métodos de resolucién de un sistema 2x2 de ecuaciones lineales con dos incégnitas.
e Grafica de un sistema 2x2 de ecuaciones lingalés.
e Expresiones algebraicas fraccionarias.
e Operaciones de expresiones algebraicas fraccionarias.

Palabras claves
Potencia - funcién inversa de una fureién - inecuaciones lineales - tratamiento algoritmico - lenguaje
matematico - explicaciones — argumentos

Conocimientos
e Funcién potencia.
e Funcidn inversade-una funcién.
e Sistemas de jnecuaciones lineales.

Habilidades
e Represgentar graficamente funciones inversas y la funcién potencia.
e Argumentar sobre la funcién inversa dada una funcion.
e _‘Modelar situaciones de cambio potencial.
o*_-Resolver problemas relacionados con la funcién potencia, utilizando algoritmos.
¢ Resolver sistemas de inecuaciones lineales.

Actitudes
e Interés por conocer la realidad al trabajar con informacién cuantitativa de diversos contextos.
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Aprendizajes Esperados Indicadores de evaluacion sugeridos

Se espera que los estudiantes Cuando los estudiantes han logrado este aprendizaje:
sean capaces de:

AE 1 ¢ Desarrollan ecuaciones funcionales del tipo f(x) = x71,
Modelar situaciones o fendmenos mediante tablas de proporcionalidad inversa.

de las ciencias naturales mediante | ¢ Elaboran graficos de la funcién potencia f(x) = x* con |z|<3.
la funcion potencia f(x) = a - x* e Determinan simetrias y asintotas de los graficos.

con |z|<3. e Resuelven problemas matematicos, de ciencias naturales‘o

de economia, mediante funciones potencia.

AE 2 e Elaboran las inecuaciones lineales que modelan el,fendmeno
Resolver problemas utilizando involucrado en un problema.

inecuaciones lineales o sistemas ¢ Representan graficamente el conjunto solucién de un

de inecuaciones lineales. sistema de inecuaciones lineales.

e Comprueban en forma grafica y algebraica si un par (x,y)
pertenece o no al conjunto solueion*de un problema.

e Comunican soluciones a problemas relativos a inecuaciones
lineales o sistemas de inecuaciones lineales.

AE 3 e Caracterizan la funcién inversa de una funcién invertible
Determinar la funcidn inversa de dada mediante la metéfora de una maquina que puede

una funcion dada que sea revertir su accion ipigial.

invertible. e Argumenta, acerCa de las condiciones que debe cumplir una

funcidn para,gue exista su inversa aplicando la definicion.
e Grafican una’funcién y su inversa en el plano cartesiano
e Generan)si existe, la funcion inversa a partir de la funcion
dada.

Aprendizajes Esperados en relacion con los OFT

e Desarrollar el interés por conocerla realidad y utilizar el conocimiento.
e Buscar y acceder a informaciényde diversas fuentes virtuales.
 Comprender y valorar la pérseverancia, el rigor, el cumplimiento, la flexibilidad y la originalidad.

Orientaciones didacticas para la unidad

El docente debe desarrollar progresivamente habilidades que potencien el razonamiento matematico
desde una perspectiva de proceso que implica: analizar e interpretar situaciones particulares que
permiten abordar y comprender el enunciado del problema; representar de manera pictérica e
incorporand0, 'software para potenciar la modelacion matematica; inferir y explicar regularidades
aritméticas,” algebraicas y/o geométricas que permiten encontrar la solucién del problema; y por
ultimo\formular y verificar generalizaciones si el problema a resolver lo permite.

Respecto de la funcidn potencia, es favorable que el profesor resuelva problemas contextualizados que
implique analizar e interpretar la proporcionalidad inversa como funciéon. El alumnado debe
comprender que las funciones potencias permiten modelar situaciones de la vida cotidiana (situaciones
de Ciencias Naturales) e interpretar las soluciones de los problemas desde el punto de vista aritmético,
algebraico y/o geométrico segun corresponda. Por otra parte, el docente tiene la oportunidad que los
y las alumnos visualicen en un grafico que las asintotas de todo funcién estd relacionado con el
concepto de “limite”, el cual es construido de forma intuitiva.
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En relacion a los sistemas de inecuaciones lineales, es imprescindible representarlas graficamente en
un sistema de coordenadas, y apoyar dicho analisis e interpretacién a partir de un software para
facilitar la visualizacion e inferir posibles generalizaciones. Para modelar situaciones reales mediante
sistemas de inecuaciones lineales se recomiendan temas del ambito de la economia, situaciones de las
Ciencias Naturales, como Fisica, Quimica y Biologia. Se sugiere al profesor que introduzca el concepto
de “funcion inversa” a una funcion dada, aplicando varios ejemplos en forma pictorica y simbdlica.
Finalmente, el docente tiene la oportunidad debe realizar un analisis geométrico de cada ecuacién de
la recta al representar el sistema de ecuacion lineal en el plano cartesiano, para que los y las alumnos
puedan inferir que una funcidn creciente implica argumentar que: Si x; » X, = f(x1) > f(x3), Yy que una
funcion decreciente implica verificar que: Si x4 < X, = f(x1) > f(x). Lo anterior, permitira interpretar
las soluciones del sistema de ecuacién lineal en funcién del contexto del problema. Por ejemplo;~Si las
ecuaciones de la recta representan funciones decrecientes, una interpretacién posible podhia ser: “a
menor cantidad de articulos producidos (x; < X,), mayor es el gasto de energia ( f(x1) >f(x3).
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Ejemplos de actividades

Los ejemplos de actividades presentados a continuacion, son sugerencias que pueden ser
seleccionadas y /o adaptadas por la y el docente para su desarrollo, de acuerdo a su contexto escolar.

AE 1
Modelar situaciones o fendmenos de las ciencias naturales mediante la funcién potencia f(x) = a - x?
con |z| <3.

1. Dada la siguiente clase de valores de la funcién potencia f(x) = x*; (z = 3, 2, -1, -2, -3):

a. Confeccionan tablas x|f(x) para cada una de las funciones, considerando -3 < x <3.

b. Dibujan, el mismo sistema de coordenadas, los graficos de f(x) = x? y f(x)= x? utilizando las
tablas elaboradas anteriormente.

c. Dibujan, el mismo sistema de coordenadas, los graficos de f(x) = x!, f(x) = X%, f(x)= x> vy
f(x)= x73 utilizando las tablas elaboradas anteriormente.

d. Conjeturan acerca de las asintotas y del tipo de simetrias que se presentan en las graficas de
las funciones con exponente par y para las funciones con exponente impar.

e. Argumentan las conjeturas anteriores mediante el uso de softivare con otros exponentes
enteros.

Observacion al docente:
Para la actividad 1, se sugiere utilizar un software para visualizar y’analizar las representaciones en
el plano cartesiano de funciones potencia f(x) = a - x% con |z|.£.)3. Por ejemplo:

Grafico 1 Grafico 2

h(x) = x

t(x) = x7!

t(x) = x

La o el docente puede verificar la veracidad o falsedad de las conjeturas planteadas para el tipo de
simetria cuando z es par)y cuando z es impar (Grafico 1 y 2), y en particular, orientar a las y los
alumnos a inferir y justificar si x = 0 e y = 0 son asintotas o no para f(x) = x=3 (Grafico 3). Al
mismo tiempo, el docénte puede orientar a las y los alumnos a relacionar que el eje de simetria x=
0 para t(x) = xi2,, también es asintota.

Grafico 3

glx) = x

Nota: Se realiza control de calidad definitivo de los graficos e imagenes en el proceso de edicion de los Programas.
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La o el docente puede promover diferentes niveles de analisis disciplinar relacionados con el
desarrollo del razonamiento matematico. Cabe destacar que el proceso de argumentar esta
presente en todos los momentos de la actividad matematica en los que se afirma algo, o en los que
se quiere garantizar la verdad o falsedad de generalizaciones. En este contexto, se sugiere explicar,
a las y los alumnos, que el proceso de generar argumentos tiene un caracter social y cobra sentido
cuando emerge la necesidad de garantizar la validez de un concepto o propiedad en matematica, ya
que la demostracion permite el cambio de estatus de una afirmacion entendida como una conjetura
a una generalizacion validada que es aceptada. Luego de finalizar la actividad 1, la o el docente
puede orientar, a las y los alumnos, a demostrar qué funciones corresponden a una “funcién par” qQ
“funcién impar”. Por ejemplo:

a) Demostrar que f(x) = x> / x € IR, es una funcién par. Las y los alumnos deben considetrar’que
una funcion es par, si y solo si, f(x) = f(-x).

f(x) = x?
f(x) = x* = (-x)*
f(x) = f(-x)

Por lo tanto, f(x) = x? es una funcién par.

b) Demostrar que f(x) = x> / x € IR, f es una funcién impar. Las y los aldmnos deben considerar
que una funcién es impar, si y solo si, g(-x) = -g(x).

g(x) = x°

a(-x) = (-x)°
a(-x) = -(x)°
g(-x) = -g(x)

Por lo tanto, g(x) = x3 es una funcién impar.

La o el docente puede orientar, a las y los a alumngs, a justificar la veracidad o falsedad de las
siguientes conjeturas:
a) Una funcidn f(x) es par, si y solo si, la répresentacion grafica de la funcion f(x) es simétrica
respecto del eje V.
b) Una funcion f(x) es impar, si y.S6lo si, la representacién grafica de la funcién f(x) es
simétrica respecto del origen.

2. Dada las funciones f(x) = x3, g(x) = (x - 2)®y h(x) = (x - 5)3
a. Graficar f(x), g(x) y h(x).'en el plano cartesiano.
b. ¢Qué tipo de transformacién se visualiza el representar f(x), g(x) y h(x) en el plano
cartesiano? Argumenta tu respuesta.
c. Para las funcignes)f(x) = x> + 1, g(x) = x> + 3 y h(x) = x> + 7, éEs correcto afirmar que se
obtiene una trastacion vertical? Argumenta tu respuesta.

Observacion a‘la'y el docente

En la actividad 2, se sugiere realizar el analisis disciplinar de las funciones f(x), g(x) y h(x), utilizando
un softwaré) geométrico para que las y los alumnos puedan inferir, y luego justificar, las siguientes
afirmaciones:

Nota: Se realiza control de calidad definitivo de los graficos e imagenes en el proceso de edicion de los Programas.
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a) Para toda funcién f(x) = (x - h)3, implica que la representacidn grafica de la funcién f(x) = (x - h)3
se obtiene mediante una traslacién horizontal de la funcién f(x) = x3.

b) Para toda funcién f(x) = x> + ¢, implica que la representacion grafica de la funcién f(x) = x> + ¢ se
obtiene mediante una traslacién vertical de la funcién f(x) = x3 + c.

Los analisis anteriores corresponden a casos particulares. Se sugiere que la o el docente promueva
aprendizajes disciplinares que implique la construccidn y justificacion de generalizaciones tales como:
a) Sia>0yg(x)=f(x-a), lagrafica de la funcién g(x) se obtiene desplazando horizontalmente-la
grafica f(x) en “a” unidades hacia la derecha en el plano cartesiano. b) Sia > 0y g(x) = f(x + a),)la
grafica de la funcion g(x) se obtiene desplazando horizontalmente la grafica f(x) en “a” unidades-hacia
la izquierda en el plano cartesiano.

Sia>0: gx)=f(x—a) Sia>0: h(x)=f(x+a)
y o] |

En sintesis, las posibles traslaciones de f(x) cuando a > 0 son:

‘I : l“f:rlu x4 Jr
AN
I

IR R

)

= ED e
T 4 7 \“ J/J‘: 7 'L/:H;H (‘u

Nota: Se realiza control'de calidad definitivo de los graficos e imagenes en el proceso de edicion de los Programas.

3. La alometria tratacpdé cuantificar relaciones entre distintas medidas de un organismo,
fundamentalmente’\con la masa de éste, basandose en ecuaciones del tipo f(x) = k-x". Por
ejemplo, para_mamiferos uterinos se han desarrollado modelos que permiten relacionar variables
como la tasa_de consumo de oxigeno TCO (en mililitros por minuto), la frecuencia respiratoria FR
(en ciclos por minuto) y la masa de los pulmones M,,n (en kilogramos) con la masa M (en
kilogrames) del animal. En la siguiente tabla se muestran las ecuaciones:

Tasa de consumo de oxigeno TCO = 11,6 M%7®
Masa de los pulmones Mpuim = 0,0113 M%%°
Frecuencia respiratoria FR= 53,5 M02¢

a. Analizan las representaciones graficas correspondientes a la Tasa de consumo de oxigeno,
peso de los pulmones y frecuencias respiratoria.

b. ¢Qué significado tiene que el exponente de la funcién potencia tenga un valor menor que 07?

c. ¢Es correcto afirmar que la masa de los pulmones de un animal es aproximadamente el 9% de
la masa total?
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d. ¢Es correcto afirmar que para determinados valores de M, la frecuencia respiratoria es
constante?

4. El rendimiento y del motor de un auto para enfrentar la resistencia
del viento depende de la velocidad x con la cual el auto estd
andando. La potencia se expresa en kW segin normas
internacionales de medicion.

a. ¢Cual de las siguientes tablas pertenece a la funcidn potencia de la formay = a - x* (z #1) gue
estd modelando la situacidon? Argumentan y comunican la respuesta.

velocidad x en km/h 0 30 60 90 120
potencia y en kW 0 0,19 0,475 | 0,7125 0,95

velocidad x en km/h 0 30 60 90 120
potencia y en kW 0 0,4 1,2 2,0 2,8

velocidad x en km/h 0 30 60 90 120
potencia y en kW 0 0,27 2,16 7,29 17,28

b. Desarrollan la ecuacion, en la forma requerida que representa la funcion del rendimiento y en
dependencia de la velocidad x.
c. Elaboran el grafico de la funcién en un sistema cartesiano de coordenadas.

5. En la imagen mas adelante se presenta una secuercia de cinco rectangulos de 12 cm? de &rea
cada uno. La variable x representa el largo del rectangulo, y la variable y, el ancho.
a. A partir del gréfico siguiente, que muestra~rectdngulos de area constante igual a 12 cm?,
elaboran una tabla que muestra los valores posibles de los lados x e y de los rectangulos.

12cm®

12em?

12cm?

12cm ¥

b. Dibujan el grafico de la funcién uniendo los vértices superior derecho de cada rectangulo.
c. Determinan la ecuacién de la curva que pasa por los vértices antes sefialados, expresando la
relacion mediante una potencia de x.

6. En el gréfico se representa el resultado de un experimento fisico

que consistido en medir la fuerza eléctrica de atraccidon F que actua Q, Q,
sobre dos cargas eléctricas de diferentes signos. En el sistema de O_F'<_Fo
coordenadas se representa la fuerza F en unidades de mili-Newton
(mN), en dependencia de la distancia r en unidades de cm entre las I
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cargas. La distancia ro = 5cm es la distancia entre ambas cargas al inicio de las mediciones.

F [mN]

Nota: Se realiza control de calidad definitivo de los graficos e imagenes en-el proceso de edicion de los Programas.

a. Describen la relacién entre la fuerza F y la distancia r.

b. La fuerza F = 1,5 mN, que actla en la distancia V2 'rg, estd aproximada, pues su valor exacto
es 1,6 mN. Conjeturan acerca de la funcidn potencia de la forma F(r) = a - x* .

c. Determinan el valor del parametro a.

d. Desarrollan la ecuacion que modela la fuerza‘eléctrica de atraccion entre dos cargas.

e. Determinan las fuerzas que actlan en las.distanciasder = 2,5cm vy der = 15 cm.

AE2
Resolver problemas utilizando inecuaciones lineales o sistemas de inecuaciones lineales.

Observacion al docente:

La o el docente puede liniciar la resolucién de problemas de inecuaciones a partir de las actividades
Iy II, para orientarra“as y los alumnos en la formulacién y justificacidon de conjeturas.

I) La refrigeraeidon industrial de los alimentos permite controlar la velocidad de ciertas actividades
quimicas yvenzimaticas, y el ritmo de crecimiento y metabolismo de ciertos micro-organismos
téxicos. ,El'cuadro siguiente muestra la relaciéon entre la temperatura medida en grados Celsius y
el crecimiento microbiano.

Grados C Proceso
35
25
15 de crecimiento répido
10
3
0
-10 1 sin crecimiento
-15
-2 1 muerte lenta
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a. Expresan esta informacion utilizando desigualdades e intervalos. Completan la tabla.

desigualdad intervalos proceso
-30°< t<-15°

b. Formulan y justifican conjeturas de lo que sucede parat >=35°C y parat < -25 °C.
c. Formulan y justifican conjeturas de lo que sucede en el intervalo t = [0, 5) grados, Eelsius.

II) El cuadro siguiente presenta criterios para clasificar empresas, ptopuestos por
SERCOTEC, SII y CORFO.

Instituciones y criterios propuestos
SERCOTEC ' sii [ CORFO
Criterios | Nimero de personas [ Volumen de venta . Nivel de inversidn
ocupadas (x) UF (y) UF

Categorias
Microempresa 1=k =4 [ ¥ = 2.400 ' No superior a 2.000
Pequena S5=zx =49 2401 = y = 25.000 Mo superior a 15.000
Mediana G0 =x =198 . 25.001 = y = 100.000 . Mo superior a 45.000
Grande 200 = x | 100.001 = p | superior a 45.000

a. Interpretan esta informacién de.modo que permita, por ejemplo, redactar una nota que
caracterice a la pequefia y mediana empresa suponiendo, por ejemplo, que esta nota sera
incluida en una campafa publicitaria relativa a facilidades tributarias para este tipo de
empresas.

1. Una camioneta pesa 1950-kg. La diferencia entre el peso de la camioneta vacia y el peso de la
carga que lleve no debe ser inferior que 1135 kg. Si hay que cargar cuatro cajas de igual
tamafio y peso.

a. ¢Cuanto puedevpesar, como maximo, cada uno de las cajas para poder llevarlos en la
camionetaz,
b. Representasla solucién como conjunto, como intervalo y graficamente en una linea recta.

2. Natalia quiere ir al cine con sus amigas/os y juntaron $22.000 pesos. Al llegar a la boletaria se
darcuenta que si compra entradas 2D a $3.000 pesos le sobraria dinero y si compra entradas
3D a $3.500 pesos, en oferta, le faltaria dinero.

a. ¢Cuantos amigos/as van con Natalia?
b. Representan la solucidon como conjunto, como intervalo y graficamente en una linea recta.

3. En un oficina de correos estan preparando los turnos para salir de vacaciones. El jefe de
personal concluye que si la cuarta parte del personal toma vacaciones quedarian menor de 18
personas trabajando, y si la tercera parte sale de vacaciones quedarian mas de 14 personas.

a. ¢Cuantas personas trabajan en la oficina de correos?
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b. Representan la soluciéon como conjunto, como intervalo y graficamente en una linea recta.

4. Desde el Municipio le explican a la sefiora Adelina, propietaria de un terreno rectangular, que
para la construccién y ampliacién de veredas, de acuerdo al plano regulador del sector, su
terreno disminuiria en una franja de 3 metros en el frente de su casa. Este terreno se podria
compensar con una franja de 5 metros de ancho del terreno colindante al de su casa, que es
un terreno municipal. ¢Cuales son las medidas minimas del terreno, suponiendo que el largo
mide 10 metros mas que el ancho, para que esta decisidon favorezca a la sefora Adelina?

x+10 — Em

Observacion al docente:

Para la actividad 4, inicialmente se puede considerar el caso particular en que el terreno mide 20 m
de ancho por 30 m de largo para constatar que el cambio propuesto seria desfavorable para la dueia.
Resolviendo el problema con los datos en el recuadro y la variable x, resulta la inecuacién x> 22,5
que significa que para un ancho mayor de 22,5m el cambio seria favorable para la duefia. Con el
objetivo de obtener una segunda inecuacién del tipo x<a, se puede modificar el enunciado original
diciendo que la franja adicional tiene un ancho de 4m. Se debe preguntar hasta qué valor de x el
cambio seria desfavorable. En este Ultimo caso resulta la inecuacion x<42.

Posteriormente, la o el docente puede modificarain mas las condiciones del problema para desafiar a
las y los alumnos a resolver otros probleémas. La o el docente puede complejizar el problema
planteando preguntas como las siguientes: ¢Qué hubiera pasado si inicialmente el ancho del terreno
hubiera sido el doble del largo?; vy, ¢si el terreno hubiese sido cuadrado?; y, éSi el terreno hubiese
quedado cuadrado después de las modificaciones?

5. En el plano cartesianp.representado mas adelante, las rectas g y h se intersectan en el punto

P(4,4).

\ - Y

10 4

\\"\... ]‘ i

st NG

o X1 !

s

T t - w2 >
-5 5 ' N x
h \_\
9 \\'\

.5 *“L :

Nota: Se realiza control de calidad definitivo de los graficos e imagenes en el proceso de edicién de los Programas.

a. Determinan las ecuaciones de las rectas g y h y verifican que P es el punto de interseccién.
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b. Elaboran el sistema de inecuaciones lineales que representa el area entre las rectas g y h
rayada en azul. Representan el sistema de inecuaciones lineales:
[1] ai1x + byy < ¢4
[2] axx + byy = ¢,

c. Las rectas g y h representan el cambio constante de dos magnitudes y, considerando el
recorrido del tiempo x. Por ejemplo: A las 12:00 horas el tren 1 viaja a una velocidad
constante de 2 km/min de la estacién A en direccién al puesto de control ubicado en (0,0). A la
misma hora, el tren 2 viaja de la estacion C en direccion al puesto de control a una velocidad
constante de 1 km/min. Si la estacion A se encuentra a 8 km del puesto de control y~la
estaciéon C se encuentra a 4 km del puesto de control, y ambos trenes viajan en carriles
paralelos representados por el eje Y en direcciones opuestas acercandose mutuamente:

- Verifican que las coordenadas del punto P representan el instante y el lugarx del
encuentro entre ambos trenes.

- ¢Qué representa el par ordenado (4,4)?

- ¢Qué magnitud representan los segmentos dibujados en azul entre las rectas g y h?
- ¢Qué significado tiene cada punto en el area achurrada entre(las rectas g y h?

6. El area en damasco, presentada en el sistema de coordenadasj;-esta delimitada por las cinco
rectas a, b, ¢, d y e. Se usa linea punteada para indicar que.esos puntos no pertenecen al area
que delimitan; la linea sdlida indica que si pertenecen a dicha area.

a. Determinan las ecuaciones de las rectas a, b, c,d y e.

Elaboran el sistema de inecuaciones lineales que repfesentan el area en damasco.

c. Verifican algebraicamente si los puntos A(5,6)./y B(20,11) son soluciones del sistema de

inecuaciones lineales planteado anteriormente

v |

Nota: Se realiza control de calidad definitivo de los graficos e imagenes en el proceso de edicion de los Programas.
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Observacion al docente:

El grafico de la actividad 7 “costo de energia (eje y) versus cantidad de articulos producidos (eje
x)”, describe para ambas maquinas una disminucién en el costo de energia si se aumenta la
produccion. Ambas funciones son funciones afines decrecientes. La paralela negra al eje x significa
el tope de gastos de energia en la produccion (400 unidades de energia con la ecuacion es y =
400). Las paralelas negras al eje y significan el minimo de articulos producidos (2 000) y el maximo
de articulos producidos (5 000). Las ecuaciones son x = 2 000 y x = 5 000.

La o el docente puede realizar un analisis grafico de cada ecuacion de la recta. Esto puede facilitary;
en las y los alumnos, inferir que para una funcion creciente implica justificar que: Si Xq » X = f(Xy)
> f(x,), y que una funcién decreciente implica justificar que: Si x; < X, = f(x1) > f(x;). Lo anterior,
permitird interpretar las soluciones del sistema de ecuacion lineal en funcidon del contexto del
problema (Por ejemplo: Las ecuaciones de la recta representan funciones decrecientes; por ende,
“a menor cantidad de articulos producidos (x; < X,) mayor es el gasto de energia para cada articulo

(f(x1) > f(x2) )"

Para promover diferentes niveles de desempefio, la o el docente puede construir, conjuntamente
con las y los alumnos, las argumentaciones para determinar si la funéidn lineal es creciente o
decreciente. Por ejemplo:

Sea una funcion f: A > B, f(x) = mx + n

Si X1 > X / multiplicaremos por m > 0
mx; > mX, / sumaremos n a la igualdad, con n € IR
mx; + N> mx, + n
f(x1) > f(x2)
Por lo tanto, una funcion lineal es creciente cuander »m > 0, es decir, cuando la representacion
grafica de la funcidn en el plano cartesiano implicayuna linea recta con pendiente positiva.

Si X1 < X / multiplicaremos por.m:<0
mx; > mX, /sumaremos n a la igualdad, con n € IR
mx; + N> mx, + n
f(x1) > f(x2)

Por lo tanto, una funcién lineales decreciente cuando m < 0, es decir, cuando la representacion
grafica de la funcién en el plano cartesiano implica una linea recta con pendiente negativa.

7. En el sistema_de) coordenadas a continuacién, la variable x representa la cantidad de articulos
producidos,£y~la variable y, los gastos de energia en la fabricacién para cada articulo. En la

produccidonse puede trabajar con dos maquinas: la primera esta representada por la recta
color rojo, y la segunda, por la recta azul.

500 \

"~ s o000

Nota: Se realiza control de calidad definitivo de los graficos e imagenes en el proceso de edicion de los Programas.

a. ¢Qué tipo de funcidn representan la recta de color rojo y de color azul?
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b. ¢Las funciones son crecientes o decrecientes? Argumentan la respuesta y la interpreta en
funcion del contexto del problema.

c. Determinan la ecuacion de la recta en el color rojo y de la recta en el color azul.

d. ¢Cémo se desarrolla la diferencia del gasto de energia entre ambas maquinas?

e. Determinan las ecuaciones de las tres rectas marcadas en negro que son paralelas a los ejes
del sistema de coordenadas X e Y.

f. Describen, mediante un sistema de inecuaciones lineales, el drea en verde entre la recta en
rojo, la recta en azul y los limites determinados por las paralelas negras al eje y.

g. Sila producciéon es de 3 000 unidades, écudl es la diferencia aproximada en el gasto de energia
entre ambas maquinas?

AE3
Determinar la funcidn inversa de una funcion dada.

1. Argumentan la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
a. Si fes una funcidn afin con f(x)= mx + ¢, f es siempre inyectiva.

b. Dada las funciones f(x) = mx + n y g(x) =(x - n)/m con m= 0, la‘edomposicion de
funciones f 0 g (x) y g o f(x), resulta siempre la funcién identidad’ (h(x) = x)

Observacion al docente:

En una primera etapa se sugiere que las y los alumnos justifiquen‘la veracidad de las afirmaciones
usando casos particulares, teniendo en cuenta las limitaciones<de este enfoque. Posteriormente, se
puede promover aprendizajes que impliquen demostrar generalizaciones para desarrollar
razonamiento matematico en las y los alumnos. Dependiendo del nivel alcanzado por sus estudiantes,
se puede desarrollar demostraciones formales, manteniendo el principio de que éstas deben ser
significativas y comprensibles para las y los alumnos. A continuacion se incluyen ejemplos de
demostraciones que pueden ser construidas conjuntamente con las y los alumnos:

Por ejemplo: "Sea f una funcion afin f(x) = mx“c, f es siempre inyectiva”.
f(x;)=mx;+n y f(x))=mx+n /m#0

Si f(x1) = f(x2)

mx; +n=mx+n /-n
mx; = mx; / (1/m)
X1 = X2

La o el docente puedé promover el analisis para g(x) = ax®> + bx + c y justificar, si cumple o no, que
g(x1) = g(xz2) = .Xy= Xz

Otro ejemplo: YDada las funciones f(x) = mx + n y g(x) =(x - n)/m con m= 0, la composicién de
funciones (fe’g (x) y g o f(x) resulta siempre la funcién identidad (h(x) = x)”, se recomienda
construir’eon las y los alumnos la siguiente argumentacion:

Sea f{x) = mx + n 'y la funcién g(x)= ==
g(x) = =2
gof(x) =g (f(x))
go f(X) — (mx-:—nn)—n
_ mx+n-n
gof(x) =—
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g o f(x)

g o f(x)
gof(x) =x ,parax€eA

La o el docente puede promover otro aprendizaje en las y los alumnos, justificando que la
composicién de funciones es “no conmutativa” y si es “asociativa”. Se sugiere comenzar comprobando

con funciones tales como: f(x) =2x + 3 y g(x) = —g— 5
a) fog(x)=2(%-5+3

fog(x) =-x-10+3

fog(x)=-x-7

b) gof(x)=-E2_5

—2X-3

go f(x) = 2 5
go f(x) = —x—%—S
go f(x) = —x—? Por lo tanto, f 0 g(x) # g o f(x), excepto que'f o g(x) = x = g o f(x), es

decir, f(x) es la funcion inversa de g(x) o viceversa.

También se podria analizar el caso f(x) = x? (con x=0) y<g(x) = vx (con x=0)

glf(x)] = Vi =
flg00] = (V% )* = x

Observacion al docente

La siguiente actividad permite recerdar las condiciones para la existencia de la funcién inversa de una
funcién dada. Por ejemplo, los_y las alumnas pueden analizar graficamente la funcién f(x) = x? e
inferir que sin la restriccién,de-dominio x € r¢, da origen a una relaciéon que no es funcién, es decir, que
f(x)! no es funcién ya que‘al trazar la grafica de la relacién inversa se visualiza una simetria respecto
al eje X. Lo anterior se_éomprueba al trazar una recta paralela al eje Y que intersecta a la grafica en
dos puntos.

Por otra parte, los.y las alumnos pueden verificar que cualquier funcién par tiene relaciones inversas
que no son funciones.

f(x) = x2 =(:%)? = f(-x) Por lo tanto, f(x) = x? es una funcién par.

2. « Desarrollan, a partir de la ecuacion de una funcidn f dada, la ecuacidn de la correspondiente
relacidn inversa f! y elaboran los graficos respectivos.

a) Completan la tabla.

ecuacion de ecuacion de la despejar la ecuacion de graficos de las funciones f y la
la funcién f | relacién inversa f | la relacién inversa flay relacién inversa
1
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ejemplo: Xx=2y+1 x=2y+1 s
y=2x+1 x-1 =2y .
=1y-1
y 2 ;
- -1
f(X)1=(x ) L
2
1 .
y=3X 3 ‘
y:—X2 2
y = x? .
(x € R}) ,
y=2x 1
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b)

<)

éCon qué transformacion geométrica se obtiene el grafico de la relacién inversa f! a partir del
grafico de la funcién f?

Conjeturan acerca de la repeticidn del proceso de inversion aplicado iterativamente a una
funcidon y sus relaciones inversas resultantes.

- IFt =2

- ¢Qué relacion resulta si se aplica a una funcion un numero par de procesos de
inversion? Conjeturan posibles respuestas y argumentan la veracidad o falsedad de
éstas a partir de la representaciéon geométrica de otras funciones.

- ¢Qué relacion resulta si se aplica a una funcidén un ndmero impar de procgsos de
inversion? Conjeturan posibles respuestas y argumentan la veracidad o-falsedad de
éstas a partir de la representacion geométrica de otras funciones.

3. Un tren del Metro inicia su desplazamiento, que puede ser representado aproximadamente por la
ecuacién cuadratica y = 0,5 x2, en la cual la variable x representa el tiempo en,segundos, y la variable
Y, el recorrido.

a.

d.
e.

Completan la tabla de valores funcionales.

Tiempo x [s] 0 1 2 3 4 5 6
Recorrido y [m]

Elaboran el grafico de f con la ecuacién y = 0,5 %2. Eligen adecuadamente las unidades en los
ejes.

Elaboran el grafico de la relacién inversa £,

Responden: ¢Qué cantidad fisica representa la variable independiente de la relacién inversa?
Determinan la ecuacién de la relaciéf.inversa f1.

4. Determinan en cada uno de los scasos siguientes, si existe la funcion inversa. Argumentan la

respuesta.
a. Las funciones f y g representadas por diagramas de Venn.
R
b. Seaf:y = x? con el dominio D; = R} .
c. Seag:y = x?con el dominio D = R.
d. Sea h:y = +x con el dominio D = R§.
e. Sea k:y = 10" con el dominio Df = R.
f. Demuestran que la funcién g no es una funcién inyectiva.
g. Argumentan si la funcién f es una funcion creciente y/o decreciente.
h. En cada uno de los casos anteriores, determinan, si es posible, las ecuaciones de las relaciones
inversas f!, g, hly k'
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5. Elaboran el grafico de la funcién potencia f: y = x.

a. Demuestran que la funcién f no es una funcion inyectiva.
b. Delimitan el domino para que la relacion inversa sea funcion.
c. Desarrollan bajo las condiciones del ejercicio a. la ecuacion de la funcidon inversa.
d. Argumentan si la funcidén f es una funcién creciente y/o decreciente segun las condiciones
dadas en a.
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Ejemplo de evaluacion

Aprendizaje Esperado

Resolver problemas utilizando inecuaciones lineales o sistemas de inecuaciones lineales. (AE 2)

Indicadores de evaluacion sugeridos

e Elaboran las inecuaciones lineales que modelan el fenémeno involucrado en el problema.
¢ Representan una resolucidn grafica del conjunto solucién del problema.
e Comprueban en forma grafica y algebraica si un par (x,y) pertenece o no al conjunto sélucién

del problema.

Actividad propuesta

Dos empresas telefénicas ofrecen acceso a internet para celulares.
Los cobros del servicio tienen dos componentes: cargo fijo para 1
GB (1 000 MB) y cobro por cada MB adicional. Las condiciones son
las siguientes: la empresa A ofrece un plan con un cargo fijo de
$20 000 mas $20 por MB, y la empresa B dispone de un plan con
un cargo fijo de $18 000 mas $30 por MB. ¢Hasta cuantas horas de
conexién a internet el servicio de la empresa B es mas econémico
que el servicio de la empresa A?

a. Elaboran un sistema de inecuaciones lineales que resu€lve
el problema.

b. Representan la resolucién grafica del problema en un
sistema cartesiano de coordenadas.

c. Se sabe de clientes de otras empresas.que pagaron por un
total de megabytes adicionales lo siguiente:
Empresa C: $28 300 por 350 MB adicionales.
Empresa D: $30 000 por 300 MB adicionales.
Resuelven mediante el grafico.del sistema de inecuaciones
si para los clientes de C y Das condiciones son mas
favorables o no.

d. Resuelven simbdlicamente el sistema de inecuaciones
lineales.

Eje Y --> Precioen §

Eje X --> MB

Criterios de evaluacion

Al momento de evaluar se
sugiere considerar los
siguientes aspectos:

Elaboran las ecuaciones de
las funciones.

Eligen en los ejes del
sistema cartesiano de
coordenadas las unidades
de precio y megabyte
Grafican correctamente las
rectas y marcan los
semiplanos que
corresponden a las
inecuaciones.

Determinan las
coordenadas del punto de
interseccién de ambas
rectas.

Marcan los puntos que
representan los datos de
los clientes de las empresas
CyD.

Resuelven el problema de
la actividad ¢ mediante la
ubicacién de los puntos en
el plano.

Resuelven el sistema 2x2
de inecuaciones mediante
un método favorable.
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Unidad 2

Geometria

Propésito

En esta unidad los estudiantes representan objetos en el espacio, utilizando como referente el
sistema tridimensional de coordenadas. El conocimiento de otros afios lo amplian y profundizan,
como en el caso de describir rectas por medio de ecuaciones vectoriales y cartesianas, que
antes lo realizaban en dos dimensiones, en esta unidad lo haran en tres dimensiones. Ademas,
se introduce el concepto de plano vectorial y de cuerpos geométricos generados por traslacion y
rotacion.

Asimismo, los estudiantes determinan areas y voliumenes de cuerpos geométricos sencillos, los
cuales han sido generados por traslacion o rotacion de figuras 2D en el espacio.

Conocimientos previos
e Geometria cartesiana.
e Homotecia.
e Vector.
e  Producto por un vector por un escalar.
e Sistemas lineales 2x2.

Palabras clave
Espacio - sistema tridimensional — ecuaciones vectoriales — plano vectorial

Conocimientos
e Puntos en el espacio.
e Ecuacidn vectorial de la recta en el espacio.
e Ecuacién cartesiana de la recta en el espacio.
e Ecuacién vectorial del plano en el espacio.
e Generacion de cuerpos por traslacién de figuras 2D en el espacio.
e Generacidon de cuerpos por rotacion de figuras 2D en el espacio.

Habilidades
e Representar puntos, rectas y planos en el sistema de coordenadas tridimensional.
e Establecer la ecuacién vectorial del plano que pasa por tres puntos.
e Identificar un vector de traslacion.
e Determinar volumenes de figuras 3D generadas por rotacién o traslacion.

Actitudes
e Desarrollar el interés por conocer la realidad y utilizar el conocimiento.
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Aprendizajes Esperados Indicadores de evaluacion sugeridos
Se espera que los estudiantes Cuando los estudiantes han logrado este aprendizaje:
sean capaces de:
AE 1 e Construyen una representacion del cubo unitario.
Representar e identificar puntos e Elaboran representaciones de otros cubos, prismas y
en un sistema tridimensional de pirdamides en un sistema 3D de coordenadas.
coordenadas. e Dibujan vectores 4B entre dos puntos A y B, y determinansus
componentes segun los ejes de coordenadas.
e Determinan las coordenadas de un punto P' que resulta si se
traslada el punto P mediante un vector 3.
AE 2 e Determinan la ecuacién vectorial de una recta, que pasa por
Representar rectas y planos en el dos puntos en el espacio.
espacio mediante ecuaciones e Transforman la ecuacién vectorial de una(fecta del espacio en
vectoriales y cartesianas. la forma cartesiana y viceversa.
e Elaboran la ecuacién vectorial de um'plano en el espacio.
AE 3 e Dibujan y describen los cuerpos generados si se trasladan
Determinar areas de superficie y figuras 2D del plano x/y en direccion del eje z a un plano
volimenes de cuerpos paralelo.
geométricos generados por e Identifican en cuerpos geométricos dados la figura 2D
traslacion de figuras planas en el trasladada y el vector 'de traslacidon correspondiente.
espacio. e Determinan el volumén y el area de la superficie de algunos
cuerpos generados por traslacion.
AE 4 e Realizan y describen rotaciones axiales concretas de modelos
Determinar areas de superficie y de rectangulos, triangulos y circulos.
volumenes de cuerpos e Elaboranijen un sistema 3D representaciones graficas de
geomeétricos generados por cuefpos’generados por rotacion.
rotacion de figuras planas en el e Determinan el volumen y el area de superficie de algunos
espacio. cuerpos generados por rotacién de rectangulos y tridangulos.

Aprendizajes Esperados en relacion con los OFT

e Desarrollar el interés por conocer la realidad y utilizar el conocimiento.

Orientaciones didacticas para la unidad

Se sugiere comenzar la construccién del sistema cartesiano 3D de
coordenadas, ¢ompletando vy analizando las caracteristicas de las
coordenadas\de los puntos pertenecientes al plano Y/Z y X/Z, los cuales se
construyén—a partir de un eje perpendicular al plano cartesiano X/Y. Para
lograr*un’ efecto 3D, se debe dibujar un angulo de 135° entre el eje X y el o » X
eje\Z7 Al mismo tiempo, el docente debe desafiar a los y las alumnos/as a /

construir -utilizando diferentes estrategias- las representaciones graficas de -

cuerpos en el sistema cartesiano 3D, y asi, fomentar la capacidad espacial pproponiendo problemas
que permitan a los y las alumnos/as desarrollar la percepcién, representacion, construccién y
descripcion disciplinar de los diferentes cuerpos.

En relacidn a la ecuacion vectorial de la recta, el docente debe, de manera intencionada, analizar la
relacion entre el vector asociado y el vector director al construir una ecuacion vectorial de la recta, de
tal manera que las y los alumnos logren inferir e interpretar la representacidn geométrica y algebraica
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de la ecuacidn vectorial de la recta en el plano cartesiano 3D de coordenadas. Cabe recordar, que la
ecuacion vectorial de una recta considera dos puntos en el espacio, por los cuales pasara la recta y
permitird determinar los vectores asociados a los puntos. Luego se determina el vector director,
obteniendo de esta manera la ecuacidn vectorial de una recta como la suma de un vector asociado y
de multiplos del vector director.

Respecto de la unidad de area y voliumenes de cuerpos generados por traslaciéon y rotacion, se
recomienda realizar transformaciones isométricas de tridngulos, cuadrados, circunferencias y
rectangulos, de tal manera de visualizar la transformacién isométrica de figuras geométricas en~el
plano cartesiano 2D de coordenadas. Posteriormente, se sugiere que las y los alumnos formulen y
verifiquen conjeturas acerca del cambio que se genera al modificar la direccién de la traslaciénco-variar
el eje de rotacién al generar un cuerpo 3D.

Transformaciones isométricas en el plano cartesiano 2D de coordenadas

24

Nota: Se realiza control de calidad definitivo dé,los/graficos e imagenes en el proceso de edicién de los Programas.

Para desarrollar progresivamente el razonmamiento matematico en esta unidad, el docente debe
promover didlogos que permitan lal formulacidn vy justificacion de conjeturas, y verificar
generalizaciones a través de software’tales como GeoGebra. Especificamente, las y los alumnos deben
vislumbrar mas allad de lo que visualizan geométricamente, inferir regularidades y plantear conjeturas,
ya que “hacer matematica” implica descubrir lo implicito en una representacién, formula o un
problema, y la conjetura es elprincipal camino para dicho descubrimiento y/o razonamiento. Lo
anterior, permitird a las y, 10s alumnos anticipar posibles soluciones del problema, relacionar
conocimientos algebraicosy/o geométricos, y construir argumentos disciplinares al verificar las
conjeturas y generalizacignés utilizando tecnologia.
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Ejemplos de Actividades

Los ejemplos de actividades presentados a continuacion, son sugerencias que pueden ser
seleccionadas y /o adaptadas por la y el docente para su desarrollo, de acuerdo a su contexto escolar.

AE 1
Representar e identificar puntos en un sistema tridimensional de coordenadas.

1. El dibujo muestra un cubo unitario. El origen del sistema tridimensional de coordenadas tiene_ el
vértice D como origen.

(0,0,0) i
origen |

I omm O[O >

a. Dado que el origen es el punto D(0,0,0),“%Cual es el signo de las coordenadas de los
vértices?

Determinan las coordenadas de los vértices del cubo.

¢Qué tienen las coordenadas de'®,H,E y A en comun? Razonan la respuesta

¢Cuales son los vértices quetiegpen la coordenada y=07?

¢Qué tienen en comun los*vertices de la cara D,C,G y H?

Conjeturan acerca de las‘ecaracteristicas de las coordenadas de todos los puntos de una
cara.

g. Verifican las conjetdras anteriores con el uso de un software.

S0 a0 o

Observacion al docente:

En la actividad 2'se menciona el origen del sistema tridimensional de coordenadas que coincide
con uno de lgs) vértices del cuerpo representado. En cuanto a las coordenadas de los demas
vértices se\entrega informacién sobre el largo de segmentos. Ejemplo: En el caso del prisma
trianguléh-se dice que el largo de la altura es el doble de los catetos del tridngulo rectangulo
isdsceles ABC. Si se elige B(0,1,0) la coordenada del vértice C es (0,1,2) o si se elige B(0,3,0)
lacoordenada de C seria (0,3,6). Por lo tanto hay mas de una solucién. La misma situaciéon se
representa para el prisma cuadrangular del cual se da la razén de los segmentos 4B : AD : AH
= 1: 3 : 5. Para promover diferentes niveles de desempefo por parte de las y los alumnos, el
enunciado del problema del prisma de base cuadrangular, solamente da a conocer las
coordenadas del vértice A, para que las y los alumnos logren formular y argumentar las
posibles soluciones al problema planteado.
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2. Elaboran representaciones de los siguientes prismas en un sistema tridimensional:

D
F [
L}
|
[
[
|
1
|
G
A Prisma
triangular

La altura del prisma es el
doble de los catetos del
triangulo rectangulo
isdsceles ABC.

“\,\<

A
B
c(0,0,0)

H

D

A = DO LS

B prisma
cuadrangular

b
Las razﬁs entre los

ABAD :AH=1:3:5

e

4@

S ntos son las siguientes

A(1,0,0)

I GOmMmmoO®

3. Dadolos puntos A (2,0,2)y B (4,5, 8)

a- Dibujan el vector 4B en el sistema tridimensional de coordenadas.
b. Consideran otros dos puntos C y D a libre eleccidon y dibujan el vector correspondiente.
c. Suman 4B + CD y representan el resultado en el plano tridimensional.
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d. Conjeturan respecto de CD + AB = AB + CD vy verifican representando el resultado en el plano
tridimensional.

e. ¢En qué cuadrante estaria el vector 4B si la coordenada x cambia de signo? ¢y si cambia de
signo solamente la coordinada z? Argumentan su respuesta graficando en el plano
tridimensional los vectores.

¥

4. Determinan las coordenadas al trasladarel punto P(1, 2, 0) por el vector # = (0, 3, 5) y dibujan la
transformacion en el sistema tridimensional de coordenadas 3D.

A J
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5. Observa la siguiente imagen que muestra un prisma de base cuadrada:

*———-—- ———

a. ¢Cudl es el valor de la diagonal?
b. Demuestra que la distancia entre dos puntos A = (a, a, as) Yy B =(b{, by, bs), en el
plano 3D, se calcula mediante la formula: dag = /(by — a1)? + (b, £ a5)% + (b — a3)?

Observacion al docente:

Para la actividad 5, la o el docente debe promover en las y los aluminos la deduccién de la formula
que permite calcular la distancia entre dos puntos en el plano 3Dy Se sugiere realizar el siguiente
analisis:

Nota: Se realiza control de calidad definitivo de los graficos e imagenes en el proceso de edicion de los Programas.

Por lo tanto, |[#]l= /x2 +y2 + 22

Por otra parte, la o el~docente puede profundizar el analisis planteando a las y los alumnos a deducir
que todo vector eny el plano 3D se puede escribir como combinacion lineal de los tres vectores
unitarios: 1 =4(1%0,0); j=(0,1,0) ; k=(0,0, 1).

i(0,1,0).

k(0,0,1) 111,0,0

Nota: Se realiza control de calidad definitivo de los graficos e imagenes en el proceso de edicion de los Programas.

Por lo tanto, (a, b,c) =ai+bj+ck
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AE 2
Representar rectas y planos en el espacio mediante ecuaciones vectoriales y cartesianas.

Observacion al docente:

En la actividad 1, se sugiere que la o el docente pueda deducir, conjuntamente con las y los alumnos,
la ecuacion vectorial de la recta y analizar la relacién con la ecuacion cartesiana, promoviendo de esta
manera el desarrollo del razonamiento matematico. Para ello se sugiere realizar el siguiente analisis)
La ecuacion vectorial de la recta corresponde al conjunto de puntos colineales en plano a un punto,P y
cuya direccidn es esta dada por el vector de posicién .

Nota: Se realiza control de calidad definitivo de los gréficos e imagenes en el proceso de edicion de los Programas.

De la representacion gréafica se infiere que-0X = 0P + A
Si 0X=(xy) , OP=(p1,p2) Y @z, up)
La ecuacién vectorial esta dada por: (x,y) = (p1,p2) + A(uq,uy)

Para deducir la ecuacién veetorial en el plano 3D, se sugiere realizar el siguiente analisis:

Nota: Se realiza control de calidad definitivo de los graficos e imagenes en el proceso de edicion de los Programas.

De la representacion grafica se infiere que 0X = 0A+ 14
Si 0X=(x,v,2) , OA=(a;,a, a3) Yy U= (u, Uy Us)
La ecuacidn vectorial estd dada por: (x,y,2z) = (a;,a, a3) + A(uy, uy, uz)
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1. Completan la siguiente tabla:

Puntos Ecuacion vectorial de la Otros puntos que
recta que pasa por los pertenecen a la recta
puntos Ay B (identificar por lo menos dos)

A(ll 2/ _1) Yy B(2 1 3 ’ 6)

A(1,0,1)yB(2,4, 3)

A(10I4I -2) Yy B(5l -1, 2)

a. ¢Cual es el vector asociado y el vector director para cada una de las ecuaciones vectoriales?
b. Remplazan el vector director de una recta por otro vector que permita representar la misma
recta.

2. Transforman la ecuacién vectorial de la recta ¥ = (%) + t(i) a su forma cartesiana. Dada la

ecuacion cartesiana de la recta 2x + y = 1, consideran dos puntos que la satisfacen y obtienen la
ecuacion vectorial de la recta.

3. Dada la siguiente representacion de los puntos P1, P2 y P3,-elaboran la ecuacion vectorial del
plano que pasa por los tres puntos.

+

1L PL=(3,2,1)
VL P2= (2,41, 3)
&0 Iy i P3:(_1r 3! _4)
5 7 2 | o /’
+ ./ |
+ i

+5

Nota: Se realiza control de.calidad definitivo de los graficos e imagenes en el proceso de edicion de los Programas.

AE 3
Determinar areas deasupérficie y volimenes de cuerpos geométricos generados por traslacién de
figuras planas en el gspacio.

1. Describen el'¢uerpo que se obtiene al trasladar la siguiente figura 2D (un cuadrado de lado a cm)
en direccidn del eje z:

v X

Nota: Se realiza control de calidad definitivo de los graficos e imagenes en el proceso de edicién de los Programas.

a. ¢Cuadl es la traslacion que permite generar un cubo? Argumenta su respuesta.
b. ¢Cudl es la traslacién que permite generar un prisma de base cuadrada? Argumenta su
respuesta.

Propuesta de Programa de Estudio - Matematica 4° medio 55
Presentada a aprobacién del Consejo Nacional de Educacion, abril 2015
Unidad de Curriculum y Evaluacion, Ministerio de Educacion




Observacion al docente

Para lograr diferentes niveles de desempefo, la o el docente puede modificar la actividad 1 y 2
estableciendo coordenadas a la regidn cuadrada y regidn triangular respectivamente, y solicitar a las
o los alumnos, justificar la respuesta al problema utilizando vectores y la formula de distancia entre
dos puntos en el plano 3D. Con lo anterior, la o el docente promueve la resoluciéon de problemas a
partir de la aplicacién de conceptos y procedimientos aprendidos en el AE1 de esta unidad.

2. Elaboran una representacion grafica en tres dimensiones del cuerpo que se obtiene al trasladar-en
una distancia dada, un triangulo equilatero considerando las siguientes condiciones:

a. Trasladar el triangulo equildatero perpendicularmente al plano XZ. Entonges, éQué
coordenadas pueden tener los vértices de las caras triangulares del cuerpo’geométrico
generado por la traslacién?

b. Dado un triangulo equilatero en el plano YZ, ¢Qué coordenadas tienemlos vértices de las
caras triangulares del cuerpo geométrico generado al realizar una traslacién paralela al
eje X?

3. Dado el cubo azul representado en el plano tridimensional.

Y

a. Identifican una*figura geométrica y un vector de traslacién que permita generar el cubo
azul.
b. ¢éEs corrfecto afirmar que existen al menos tres soluciones para generar el cubo azul
mediante la traslacién de una figura geométrica 2D? Argumentan su respuesta.
4. En la figura, el eje z esta orientado verticalmente al plano x/y. Determinan el area de superficie y
el volumen del cuerpo generado al trasladar en siete unidades, y de forma paralela al eje z, la
siguiénte imagen:
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(5.0, 0)

AE 4

Determinar areas de superficie y volimenes de cuerpos geométricos generados .por) rotacion de
figuras planas en el espacio.

1. Describen el cuerpo que se obtiene al girar la siguiente figura 2D de forma‘\rectangular:

SE R

\U

a. ¢Es correcto afirmar que siempre que se girarUna region rectangular respecto de un eje se
obtiene un cilindro? Argumentan su respuesta.

b. Sila figura 2D es un cuadrado, ¢Es correcto afirmar que al girar la regién cuadrada respecto de
un eje también se obtiene un cilindro2 Argumentan su respuesta.

N

Observacion al docente

Para la actividad 1, la o el docente puede modificar la actividad estableciendo coordenadas a la region
rectangular, y solicitar a las o los-alumnos, justificar la respuesta al problema utilizando vectores y la
férmula de distancia entre dos{puntos en el plano 3D. Con lo anterior, la o el docente promueve la

resolucién de problemas a+pabtir de la aplicacién de conceptos y procedimientos aprendidos en el AE1
de esta unidad.

2. Elaboran una xepresentacién grafica en 3D del cuerpo que se obtiene al girar la siguiente figura:

a. ¢Es correcto afirmar que se obtiene una esfera? Argumentan su respuesta.
b. Argumentan qué forma debe tener la figura original para obtener una esfera por rotacion.

Observacion al docente
Para la actividad 2, la o el docente puede modificar la actividad solicitando a las y los alumnos
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justificar disciplinarmente la formula del volumen de una esfera a partir del razonamiento utilizado por
Arquimides.

Dada una semiesfera, un cono y un cilindro juntos. Supuso que la esfera tenia radio R y tanto el cono
como el cilindro con el mismo radio basal R. También supuso que las alturas del cono y el cilindro
median R como muestra la siguiente figura:

ﬁ%?i o°
¢
1 i T

p . - \ . .
Luego corto las tres figuras con un plano paralelo a la base del cilindro y del congp\S una distancia d

de la parte superior de las figuras. Luego se pregunté como serian las secciofies determinados por
este plano en la semiesfera, el cono vy el cilindro: 6}

Area del secciéndel cilindro= 7 - R®
=7 (rz +d’ )
=x-r’+x-d’
= Areade la seccion de la semiesfera+ Area de la seccién del cono

Es decir, la suma de las areas de |§ Secciones del cono y la semiesfera es igual al area de la seccidn
del cilindro. Esto ocurre para cualquier valor de d. De la relacién se infiere que: Volumen del cilindro =
Volumen de la semiesfera + Volumen del cono. Ahora, si reemplazamos en esta relacion las formulas

conocidas del volumen de"éé’bo y el cilindro, entonces es posible determinar el volumen de la esfera:

*Q(b 47-R®
3

&Q Volumen de la ESFERA =

cente puede modificar la actividad anterior solicitando, a las y los alumnos, la

Por ultimo, la o
justificacion del volu

¢ Volumen seccion esfera
4 rin’

T 270°

3
o)
3
a
)
c
-}
)
(2]
o)
O
o,
O-
=1
i a
)
o
)
o
o
=
Q
o
o
=
&8,
o)
3
j=3
o

3. Dibujan el cuerpo generado por rotaciéon de un tridngulo y determinan el area de superficie y su
volumen. Utilizan la informacién de la siguiente figura:
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L 4

a. Determinan el volumen y el area de la superficie del cuerpo generado. (Utilizan las
coordenadas del tridngulo y calculan con n=3,14)

b. Conjeturan si se cambiaria el volumen del cuerpo y el area, de la superficie si se
intercambiaria el eje de rotacion Y por el eje X.

4. Conjeturan acerca del cuerpo que se genera si se gira el rectangulo respecto del el eje a y por el
eje b (figura 3). Ademas, responden:
- ¢Ambos cuerpos generados por rotacion tendran el mismo volumen?
- ¢En qué caso los volumenes serian iguales?

Figura 3 b

a. Explican que los.cuierpos generados por rotacion son cilindros.
b. Desarrollan una“expresion algebraica para calcular ambos volimenes.
c. Comparan-ambas expresiones algebraicas y explican si son equivalentes.
d. Arguméntan el caso en el cual los volimenes serian iguales.
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Ejemplo de evaluacion

Aprendizaje Esperado

Determinar areas de superficie y volimenes de cuerpos geométricos generados por rotacion de
figuras planas en el espacio. (AE 4)

Indicadores de evaluacion sugeridos

e Determinan el volumen y la superficie de algunos cuerpos generados por rotaciéng
rectangulos y tridngulos. Q)

&

Actividad propuesta 9
En la figura 1 se representa un cono generado por la rotacién del tridngulo de color gri rededor

del eje x.
el eje x . ‘O'Q
Yh Fgural

A
Y
6\,

)

Determinan los vértices del tridng @

Calculan el volumen del cono de fotacién.

Calculan el area de la superfich\ cono de rotacion.

Conjeturan acerca de la forma del cuerpo geométrico que se genera por rotacion del
triangulo alrededor del ej (figura 2).

e. Elaboran un dibujo del €ono de rotacion completando la figura 2.

¢ i Figura 2 =

Qa0 oo

f. Determinan la razén entre el volumen del primer cono de rotacion y el del segundo,
expresan la relacion entre esos dos volumenes en porcentaje.
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Criterios de evaluacion

Al momento de evaluar se sugiere considerar los siguientes criterios:

Determinan, a base de las coordenadas de los vértices, el volumen y la superficie del cono.
Reconocen que con el recambio de los ejes de rotacion se recambian el radio y la altura del
cono.

Elaboran un dibujo 3D del cono rotado por el eje a.

Verifican que el volumen depende cuadraticamente del radio y solamente linealmente de la
altura, y explican que los volimenes no son iguales.

Determinan la razon entre ambos volimenes y la expresan correctamente con porcentaje.
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SEMESTRE 2
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Unidad 3

Datos y azar 1

Propdsito

En esta unidad los estudiantes evalUan criticamente la informacion del medio que los rodea. Se
introduce el concepto de “variable aleatoria continua”, para determinar la probabilidad de tomar
valores de mediciones relacionados con intervalos; en particular, analizan distribuciones
aleatorias de magnitudes como peso, temperatura, estaturas u otras caracteristicas de la
poblacién.

Ademas, los estudiantes trabajan con diferentes representaciones y conceptos estadisticos,
para describir situaciones relativas a su entorno o al futuro laboral. También, como antesalade
la siguiente unidad, se desarrolla y se aplica la funcidn de densidad, para caracterizar el
comportamiento de una variable aleatoria continua.

Conocimientos previos
e Probabilidad condicional.
e Variable aleatoria discreta.
e Funcién de probabilidad.
e Distribuciones de probabilidad.
e Distribucién binomial.
e Valor esperado.
e Varianza.
e Desviacion estandar.

Palabras clave
Variable aleatoria continua - probabilidad de oeurréncia - eventos puntuales - intervalos -
funcion de densidad

Conocimientos

Variable aleatoria continua.

Distribucion de probabilidad de una variable aleatoria continua.

Funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua.

Habilidades
e Hacer inferencias.sebre la poblacién considerando el espacio muestral.
e Argumentar sobre’presentaciones graficas publicadas en medios de comunicacion.
e Analizar si ciertos datos estadisticos pertenecen a variables aleatorias discretas o
continuas:
e Responder ‘preguntas estadisticas y probabilisticas relacionadas con la funcién de
densidad de probabilidad.

Actitudes
¢&/ Desarrollar interés por conocer la realidad y utilizar el conocimiento.
e Demuestra una actitud critica al analizar fuentes de informacion.

Propuesta de Programa de Estudio — Matematica 4° medio
Presentada a aprobacién del Consejo Nacional de Educacion, abril 2015
Unidad de Curriculum y Evaluacion, Ministerio de Educacion

63



Aprendizajes Esperados Indicadores de evaluacion sugeridos
j::esp era que los estudiantes sean capaces Cuando los estudiantes han logrado este aprendizaje:
AE 1 e Determinan posibles desproporciones en la
Evaluar criticamente informacion estadistica presentacion de graficos de lineas, por ejemplo la
extraida de medios de comunicacion, tales falta del origen en el sistema.
como periodicos y revistas, o de internet. e Conjeturan si el espacio muestral tiene el tamafio

suficiente para hacer inferencias sobre la poblagion.

e Analizan en resultados de encuestas si la medida
citada, por ejemplo la media o la mediana,representa
adecuadamente la informacion.

AE 2 ¢ Analizan en graficos o tablas empiricas\las
Interpretar el concepto de “variable distribuciones de frecuencias relativas de datos
aleatoria continua”. estadisticos, como peso, estatura; presion, etc.

e Determinan en ejemplos cancretos si una variable
aleatoria es discreta o continua.

AE 3 e Modifican histogramas,de’distribuciones de

Aplicar los conceptos de funcién de probabilidad mediante™el cambio de la amplitud de los

densidad y distribucion de probabilidad, en intervalos y el nimero de observaciones, registrando

el caso de una variable aleatoria continua. los efectos quese generan en la forma del
histograma.

¢ Aproximan- de manera intuitiva - el grafico de lineas
por una,curva como mejor representacion.

e Reldcionan areas de rectangulos de un intervalo con
el‘ealculo de la probabilidad.

e \ Aplican la funcion de densidad de probabilidad para
responder preguntas estadisticas y probabilisticas.

Aprendizajes Esperados en relacion con los OFT

e Desarrollar el interés por conocer la realidad y utilizar el conocimiento.
e Buscar y acceder a informacién de diversas fuentes virtuales.

Orientaciones didacticas para la unidad

Respecto de la evaluacion critica de la informacién publicada en medios de comunicacion conviene que
el docente trabaje“en profundidad el andlisis, interpretacion, sintesis de informacién y conocimiento
publicados en_periddicos, revistas o internet, de tal manera que las y los alumnos logren establecer
relaciones(pertinentes y Utiles para resolver el problema a partir de informacién explicita e implicita
en el enunciado, y producir nueva informacion a partir de la construccidn y/o interpretacion de tablas
y/o graficos. De esta manera, se puede vincular el aprendizaje de un eje tematico como Datos y Azar
con\el desarrollo de habilidades tales como: evaluar resultados sobre una poblaciéon considerando el
tamafio de ésta y la distribucion de la variable, etc.; inferir conclusiones a partir de la media, la
varianza y la desviacidn estadndar; y tomar decisiones fundamentadas en informacion
estadisticamente significativa.

En cuanto al aprendizaje del concepto de variable aleatoria continua, se recomienda iniciar dicho
proceso con ejemplos concretos y contextualizados estableciendo la diferencia entre una variable
aleatoria discreta y continua. En especifico, las y los alumnos deben comprender que toda variable
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continua puede tomar cualquier valor en el conjunto de los nimeros reales. Ademads, a base de
ejemplos, los alumnos pueden conjeturar que la probabilidad de que una variable aleatoria tome un
valor especifico, es cero. Se sugiere que el concepto de densidad de probabilidad, se desarrolle a
partir de frecuencias relativas de observaciones relacionadas con intervalos. Se realiza un proceso
graduado de aproximacion que incluye un aumento del nimero de observaciones junto con una
disminucion de la amplitud de los intervalos considerados, logrando que las frecuencias relativas casi
no varian. En las representaciones graficas se visualiza un cambio de los graficos de barras y graficos
de segmentos hacia la representacion de una curva. Se define una variable aleatoria continua X que
representa las frecuencias relativas de las observaciones y se considera un aumento infinito de fas
observaciones junto con una disminucidn infinita de las amplitudes de los intervalos. Este proceso
lleva a una curva limite de los graficos anteriores y representa una funcion de densidad de
probabilidad. Al mismo tiempo, se sugiere explicar, para una mayor comprension del congépto, que la
funcion densidad de probabilidad no representa la probabilidad para un caso particular«(X”= x), sino
que ésta permite calcular la probabilidad de la variable X en un intervalo especifico (x; < X < X5). Lo
anterior, permite comprender que las probabilidades se relacionan con intervalos [xy)x,] y el valor de
la probabilidad de un suceso para dicho intervalo se determinan como el drea bajo la curva de la
funcion de densidad de probabilidad, entre el eje X y las rectas X=x; X=xX,. Para facilitar el calculo, se
sugiere la incorporacién de tecnologia (Excel, GeoGebra, calculadoras, ete(), y asi, permitir que las y
los alumnos puedan interpretar los calculos a partir de las representaciones graficas e inferir
conclusiones respecto de los contextos cotidianos o matematicos involucrados en la resolucidon de
problemas de funcidn de densidad de probabilidad.

Respecto de la evaluacién, se aconseja ir monitoreando el-logro de los aprendizajes a medida que
avanza la unidad y no solamente al final de ella. De este“meodo, el docente sabra si las y los alumnos
comprenden y aplican los conceptos y procedimientos,_al resolver problemas de variables aleatorias
continuas y de densidad de probabilidad. Dado el,>contexto anterior, el docente podra obtener
evidencia de aprendizaje de los distintos.(niveles de desempefio y disefiar procesos de
retroalimentacién para las diferentes dificultades”o errores conceptuales/procedimentales propios de
los contenidos a trabajar en esta unidad.
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Ejemplos de actividades

Los ejemplos de actividades presentados a continuacion, son sugerencias que pueden ser
seleccionadas y /o adaptadas por la y el docente para su desarrollo, de acuerdo a su contexto escolar.

AE 1
Evaluar criticamente informacidn estadistica extraida de medios de comunicacién, tales como
periddicos y revistas, o de internet.

Observacion al docente:

La actividad 1 muestra que la elaboracién de un grafico sin el origen del sistema de coordenadas
podria representar variaciones desproporcionadas y generar conclusiones errdneas. No obstante, al
considerar la media y la desviacion estandar, las y los alumnos pueden inferir y verificar que los
puntajes no se desplazan mas alla de dos desviaciones estandar de la media. Ademas, 4a o el docente
puede orientar a las y los alumnos a determinar coeficiente de variacion en porcentaje (Coeficiente de
variacion corresponde a la relacidon entre la desviacion estandar y la media: Cyu= %, con ¥ >0) Lo

anterior permitird a las y los alumnos constatar que el valor del coeficiente de /Mariacion en porcentaje
es aproximadamente 1%. Con este resultado, las y los alumnos, pueden.€uestionar la representacion
grafica de la actividad 1. Para lograr diferentes niveles de desempefio per parte de las y los alumnos,
la o el docente puede solicitar construir un grafico considerando la escala en puntaje cero, y asi, las y
los alumnos podran justificar lo planteado anteriormente. Por Ultimo, la o el docente debe promover
aprendizajes contextualizados en las y los alumnos para -desarrollar progresivamente una
alfabetizacion estadistica, entregando herramientas para la toma de decisiones fundamentadas
disciplinarmente.

1. La tabla muestra los puntajes promedios obtenides en la PSU por un colegio desde el afio 2004
hasta 2013. Mediante el grafico de lineas;~el colegio quiere representar el desarrollo de los
puntajes.

Afo 2004 | 2005 | 2006 | 200% 2008 2009 2010 2011 2012 2013

Puntaje | 591 605 604 595 605 600 589 602 608 601
Purtaje PSU
600 = ’ * : ! 0

04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 afio

a. Considerando la informacién que muestra el grafico éSe puede concluir que se muestran
“variaciones considerables” en los puntajes? Razonan y comunican la respuesta.
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b. Considerando la media y la desviacidon estéandar de la distribucion de los puntajes. éSe puede
concluir que los puntajes muestran variaciones importantes? Comparan con las
interpretaciones dadas en a). Razonan y comunican la respuesta.

c. Elaboran, con los datos de la misma tabla, el grafico de lineas que tiene el origen en cero
puntos.

Afo 2004 | 2005 | 2006 | 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013
Puntaje | 591 605 604 595 605 600 589 602 608 601

Puntaje PSU

700 =+

600 ==

500 4

400 ==

300 <+

200 =

100 <+

04 05 06 Q7 08 09 10 11 1z 13

d. Comparan el grafico dado con el grafico construido en c.Conjeturan acerca de la interpretacion
de los datos por parte del colegio.

2. Un banco particular hace propaganda del pago de.(n sueldo promedio $ 1 250 000 que reciben sus
integrantes. La estructura de los sueldos es la_siguiente: $ 600 000 para 18 personas de un cargo
inferior, $ 3 000 000 para los 4 jefes de departamentos, y $ 3 600 000 para los 2 directores.

a. Verifican si el sueldo promedio enunciado es correcto.
b. Elaboran un grafico de frecuencia relativa porcentual que representa los sueldos.

Frecuencias rel ativas hiy)

80% =+
70% =t
60% =1
SO%rt
30% ==
30% ===
20% ==

10% =1

& & S Sueldo en §

c. Describen y comentan el grafico de barras que representa la distribucidn de las frecuencias
relativas de los sueldos pagados.

d. Determinan e interpretan la varianza y la desviacion estédndar de la distribucion de las
frecuencias relativas de los sueldos pagados.

e. Discuten acerca de lo que dice y lo que oculta la afirmacién: “el sueldo promedio del banco es
de $ 1 250 000”. Argumentan su respuesta.
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Observacion al docente:

La actividad 3 muestra una representacion arbitraria de informacion estadistica que a veces se
practica en los medios de comunicacion. Si se representa solamente el endeudamiento nuevo, el
grafico muestra una baja y se puede inferir errbneamente que el endeudamiento se esta
disminuyendo aunque el endeudamiento real sigue subiendo como se lo muestra en el segundo
grafico. Hay que destacar la diferencia entre el desarrollo global de una magnitud y su variacion de un
intervalo al otro. En la actividad 4, las y los alumnos deben ser criticos de la informacidon que entregan
los medios de comunicacion, y deben analizar e interpretar si la informacion entregada en ambos
graficos considera todas las variables del fendmeno de interés.

3. El gobierno de un pais publicé la variacion del endeudamiento nuevo, que ‘se refiere al
endeudamiento estatal real del afio anterior.

a. ¢éSe puede concluir que el endeudamiento estatal se reduce? Razonanyy comunican la
respuesta.

Variacién del endeudamiento nuevo en mil millones

150 =

120 == o

90 =+
75 =+ \\
60 = \n\

45 =

00__ 0% 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13

b. Comparan el grafico,de lineas con el histograma del endeudamiento estatal real y afirman o
modifican la respuéesta anterior. Razonan y comunican la respuesta.

Endeudamiento estatal real en mil millones

2500 =

2250 =

2000

1750 ==

1500 =+

1250 ==

1000 =+

750 ==

500 T

250 ==

99 00 01 02 03 04 05 07 08 09 10 11 12
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4. Dos candidatos a alcalde de una comuna muestran las cifras de hogares victimas de algun delito
en los ultimos 7 afios.

a. En funcién del grafico que muestra el candidato A, ¢Se puede afirmar que los delitos han
disminuido? Argumentan su respuesta.

Candidato A
Porcentaje de hogares victimas de un
delito
0,3
0,25
L 02
§ 0,15
E 0,1 —
0,05
0 T T T T T T T )
2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012
Ao

b. Al comparar el grafico del candidato A con &l grafico que muestra el candidato B. Discuten si
afirmar o cambiar la respuesta dada en-a). /Argumentan su respuesta.

Candidato B
Porcentaje victimas de dos o mas
delitos
0,3
0,25
2 02
8
& 0,15 -
o
£ 01
0,05
O T T T T T T T 1
2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012
Aho
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AE 2

Interpretar el concepto de una variable aleatoria continua.

1. Una empresa de transportes quiere estudiar el tiempo de espera de sus clientes en la estacion de

buses.

a. Determinan posibles resultados de la variable tiempo de espera. Argumentan su respuesta.

b. Conjeturan que entre dos tiempos de espera de dos personas, siempre puede haber un

tiempo de espera de alguna otra persona que esta entre ellos. Argumentan su respuesta.

Observacion a la o el docente: Para la actividad 2, las y los alumnos deben comprendér que una
variable aleatoria continua puede obtener cualquier valor en un intervalo predeterminado. Ademas,
deben comprender que los posibles valores de una variable aleatoria continua estad\imitados por los

instrumentos de medicion y por la exactitud de ellos.

2. En un hospital se registran los pesos de los bebes en kilogramos. Los siguientes datos muestran los

datos registrados.

3,3455
3,0182
3,0923
4,4329
3,8578
4,0454

a. Construyen un grafico de barra*para el peso, considerando un redondeo de los pesos al

3,6526
4,0238
5,0385
5,5421
3,0129
5,0935

entero mas cercano.

4,9876
5,5704
5,6461
3,4572
5,5634
5,0237

5,0871
3,9758
350239
5,4533
3,6456
4,9238

5,3425
3,8374
3,0645
5,4534
5,7453
5,9238

3,5345
3,0234
4,9823
5,4123
4,0945
4,0239

100,00%

90,00%

80,00%
70,00%

60,00%

50,00%

40,00%

30,00%

20,00%

10,00%

0,00%

b. Construyen un grafico de barra para el peso, considerando un redondeo de los pesos al

decimal mas cercano.
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100,00%

80,00%

60,00%

40,00%

20,00%

0,00% r r ' '

c. Comparan y conjeturan sobre las diferencias entre los graficos de barra en relacion al
redondeo y a la exactitud del valor de la variable peso. Argumentan su respuesta.

Observacion al docente:

Decimos que una variable aleatoria es continua, si el conjunto de todos los\valores de la variable
abarca un intervalo de ndmeros reales. Por ejemplo, la variable que/asigha la estatura a una
persona de una poblacion determinada, es una variable continua. Los niumeéros reales son densos,
esto significa que entre dos numeros reales dados, existe un conjunto-infinito, no numerable, de
nameros reales. Esto hace que en la teoria de probabilidades, se establezca que la probabilidad de
que una variable aleatoria continua tome un valor determinado, es cero.

El siguiente ejemplo muestra un proceso aleatorio que estd presente en toda la naturaleza: la
descomposicion radioactiva. Aunque la descomposicion{de una cantidad radioactiva se describa
mediante una funcion exponencial, la desintegracion de un solo atomo es aleatoria, es decir que no
se puede predecir el momento preciso en el cual eNpréximo atomo se descomponga. Con un
generador sencillo de nimeros aleatorios se puede(simular un proceso aleatorio. En este caso se
delimita al conjunto de los nimeros racionales gaejtambién es denso.

Consideramos como ejemplo ficticio una fuente radioactiva que se descomponga con la intensidad
de 1 Becquerel (1Bq), que significa la descomposicion de 1 dtomo por segundo. Al momento ficticio
de t=0s “ocurra” la descomposicién. de=un atomo. Simulamos la descomposicion aleatoria del
proximo atomo de la siguiente manera: en un primer paso generamos numeros aleatorios del
ambito numérico de 1 a 9. Por ejemplo, si resulta 8, la proxima desintegracion ficticia seria en el
instante t=0,8s. Si aumentamos_el ambito numérico de 1 a 99 generamos instantes ficticios de
descomposicidn con una precisién de centésimas de segundos, por ejemplo, si resulta 43 el instante
ficticio de la préoxima descemposicion radioactiva seria 0,43s. Al aumentar el ambito numérico del
generador de nimeros aleatorios, los instantes ficticios se generan con mas y mas cifras decimales.
En las siguientes repr€sentaciones se muestran los instantes ficticios en una linea de tiempo
generando una “nubg_de puntos” que se hace mas y mas denso.

Generadores de ndameros aleatorios estan gratuitamente disponibles en el internet. Por ejemplo en
los sitios www.augeweb.com/azar/ o www.echaloasuerte.com. Ademas se pueden generar nimeros
aleatorios por. funciones del programa EXCEL o funciones de azar en calculadoras.

Ejemplificacion para la generacién de niumeros aleatorios del 1 al 9
numero namero namero
3 1 7

“MNube de puntos” generada por nimeros aleatorios de 13 9

H-+—+—+—+—+r—+—r—+—+—t++——t——————)

1] 0,1 0,2 0,3 0,4 05 056 0,7 0,8 09 1 segundos
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Ejemplificacion para la generacidon de niUmeros aleatorios del 1 al 99
namero ndmero namero
84 51 67

*Nube de puntos” generada por nimeros aleatorios de 1.3 99

Ejemplificacién para la generacidon de nimeros aleatorios del 1 al 999 ’,\Q\
namero namero 82
557

"Nube de puntos” generada por nurmeros aleatoriosde 1 a 966

<O
e g o e o e e o e L S e e e e e e e e 2

o 01 02 03 04 05 06 0,7 08 09 1

oY

Ejemplificacién para la generacién de nu@'g aleatorios del 1 al 9 999
namero numero ndmero
4672 3912 9 735

‘b

“Nube de our@; generada por nimeros aleatorios de 13 9 999

segundos

01 02 03 04 0S5 06 07 08 09 1 segundos
cv)\
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En la siguiente tabla se muestra el desarrollo de las probabilidades en dependencia del &mbito

numérico de los nimeros aleatorios.

Ambito de niUmeros
aleatorios naturales
generables por un
generador de nimeros

Probabilidad de
obtener un nimero
especifico en el
ambito de los

Probabilidad de
obtener un instante
especifico de tiempo
en la linea de tiempo

aleatorios numeros aleatorios entre Osy 1s
[1, 9] 0,1 0,1
[1,99] 0,01 0,01
[1,999 ] 0,001 0,001

[1, 9 999] 0,0001 0,0001

Si se podrian generar
nuameros [1, oo
infinitamente
grande

se acercariaa 0

se acercariaa 0

Se sugiere ademas un trabajo grupal para obtener, debido a la.generacién de nimeros aleatorios,
una variedad de nubes de puntos que simula el problema de ‘desintegracion de un atomo. Cabe
sefalar que las nubes se distinguiran en detalles, pero todas las nubes mostraran el desarrollo

comun de hacerse mas y mas densas.

3. Para la datacidn de la edad de objetos fdsiles se ytiliza el
método de desintegracion radioactiva mediante=el “isétopo
radioactivo de carbono '*Cg que se convierte~én/nitrégeno
¥N,. (ver esquema 1) Aunque la desintegracién de una
cantidad de materia radioactiva se pueda-describir mediante

14

una funcién exponencial, la desintegracién de un solo atomo
pertenece a un proceso aleatorio y no\se puede predecir el

instante preciso en el

descompone.

cual el

préximo

atomo se

s C

5

Esquema 1

Consideramos la siguiente situacion: Se registran las descomposiciones radioactivas de una
cantidad de carbond(**Cs con la intensidad aproximada de 1 Becquerel (1 Bg que equivale 1
descomposiciéon per-segundo). Al momento t=0s ocurrié la desintegracion de un atomo. Con un
“generador de_nlmeros aleatorios” se quiere modelar el momento en el cual podria ocurrir la
proxima desihtegracion aleatoria de un &tomo de *Cg. Los nimeros generados al azar se
transforman’en instantes de tiempo como se muestra en la tabla 1.

Tabla 1

Numero aleatorio generado en [1,9]

Proxima desintegracion aleatoria

3
Numero aleatorio generado en [1,99] Préxima desintegracién aleatoria
74 0,74s
Numero aleatorio generado en [1, 999] Proxima desintegracion aleatoria
29 0,029s
Numero aleatorio generado en [1, 9 999] Préxima desintegracion aleatoria
8 537 0,8537s
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a. Generan cinco numeros aleatorios naturales en cada uno de los intervalos [1, 9], [1, 99], [1,
999], [1, 9 999] u otros intervalos. Transforman los niimeros aleatorios obtenidos en momentos
de tiempo y ponen sus marcas en las lineas de tiempo que se muestran a continuacion.

"Mube de puntos” generada por nuimeros aleatorios del a 9

-+

o 01 02 03 04 05 05 0F 0,6 09 1 cegundas

“Mube de puntos” generada por ndmeros aleatorios de 1 a 99

4ttt

0 o1 02 03 04 05 06 07 08 08 1 cequndos

“Mube de puntos” generada por ndmeros algatorios de 1 3 9332

——
—_
-
——
—t -
——
-
——
——
—_—
= =
-
=
e
=
—+
4
e
=
R
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v

segundos

“Mube de puntds™generada por ndmeros aleatorios de 1.2 9 999

—
B
—+—
——
=
— -
—_—
-t
———
-
=
—
e
=
——
e
=
=
-
= =
v

segundos

b. Describen y comentan el desarrollo de la nube de puntos en dependencia del &mbito de los
numeros aleatorios.

c. Determinan las probabilidades de obtener un momento especifico de tiempo en el cual el proximo
atomo se podria descomponer. Completan la tabla e interpretan los dados en funcién del contexto
del problema.
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Intervalo de
nimeros aleatorios
naturales
generables por un
generador de

Probabilidad de
obtener un nimero
especifico en el
ambito de los
numeros aleatorios

Probabilidad de
obtener un instante
especifico de tiempo
en la linea de tiempo

entre Os y 1s
numeros
aleatorios

[1,9] 0,1 0,1

[1, 99]

[1,999]

[1,9999 ]

d. ¢A qué valor se acerca la probabilidad de generar un determinado nimero, si se generan nimeros
aleatorios naturales con infinitos digitos? Razonan y explicansla’respuesta.

e. Conjeturan para el caso del ejercicio d) acerca de la probabilidad de momentos discretos en las
cuales se podria efectuar una descomposicion radioactiva.’/Argumentan la conjetura.

Observacion al docente: Para la actividad 3 y 4 se.sugiere explicar que la obtencion de la nube de
puntos esta relacionada a diferentes operaciones. En<particular, en la generacidén de la nube de puntos
de la actividad 3 se divide por 10, 100, 1000 y“asi sucesivamente segun el intervalo seleccionado; y
en la generacion de la nube de puntos de ‘{@’actividad 4 se debe multiplicar por 10 los valores
aleatorios obtenidos para el intervalos [0, 9], multiplicar por 100 los valores aleatorios obtenidos
para el intervalo [0, 90], y multiplicar per/1000 los valores aleatorios obtenidos para el intervalo [0,
900].

4. El primer paso de esta actividad experimental consiste en generar niumeros aleatorios de 0 a 9,
luego del 0 al 90 y finalmenteNdel 0 al 900, los cuales se transforman en angulos centrales de la
cuarta parte de un circulo.*Ceh un transportador se ponen las marcas de los angulos en el perimetro
del sector circular comanmuestra la figura 1. Los numeros aleatorios obtenidos por un simulador
(generador aleatorio ‘de) nimeros naturales) se convierten en angulos centrales segun la siguiente
tabla.

Tabla 1
Ndmeros aleatorios generados en [0, 9] Angulos centrales
11715 10° | 70° | 50°
NUmeros aleatorios generados en [0, 90] Angulos centrales
56114 |8 _56° ] 14° | 8°
Numeros aleatorios generados en [0, 900] Angulos centrales
48519 | 64 48,5°10,9°] 6,4°
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Figura 1

Ejernpla: El nirmero generado s2a 3 que s transforma
en el dngulo 30°, Se muestra la posicion de un punto
en el perimetro que corresponde a un angulo de 30°.

a) Generan cinco numeros aleatorioshaturales en cada uno de los intervalos [0, 9], [0, 90],
[0, 900]. Transforman los niumeros‘en angulos centrales y ponen sus marcas en el
perimetro del sector circular gomo muestra la figura 1.

b) Describen y comentan el desarrollo de la nube de puntos en dependencia del ambito de los
numeros aleatorios generades

c) Determinan las probabilidades de obtener un angulo en el perimetro del sector circular.
Completan la tabla.

Intervalo de Probabilidad de Diferencia entre
nimeros aleatorios obtener un angulo dos angulos
central centrales
[0, 9] L=0,1 1
10
[0, 90]
[0, 900]
[0, 9 000]
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d) ¢A qué valor se acerca la probabilidad de generar un determinado nimero, si se generan
numeros aleatorios naturales con infinitos digitos? Razonan y explican la respuesta.

e) Conjeturan para el caso del ejercicio d) acerca de la probabilidad de momentos especificos
en las cuales se podria efectuar una descomposicién radioactiva. Razonan y explican la
conjetura.

5. ¢Cuales de las siguientes variables aleatorias X son discretas o continuas? Razonan y explican sus

respuestas.

a. La duracion de vida de un atomo radioactivo hasta su descomposicion.

b. La suma de los nimeros de un lanzamientos simultaneo de 100 dados.

c. El peso de recién nacidos en Chile.

d. La apariencia de la letra “i” en textos escolares chilenos.

e. La temperatura media mensual en la zona costera de una regiéon en Chile.
f. La cantidad de autos que pasa diariamente por una plaza de peaje.

g. Ser portador de un cierto grupo sanguineo.

h. La estatura de las mujeres chilenas.

La cantidad de lluvia caida anualmente en la region de “Los Rios”.

AE 3
Aplicar los conceptos de funcidén de densidad y distribucién de probabilidad, en el caso de una variable
aleatoria continua.

Observacion al docente: Para lograr el entendimientoydel concepto de funcién de densidad de
probabilidad se deben desarrollar registros de eventos aleatorios que estan sometidos a dos cambios
simultaneos: el aumento del nimero de las observaciones de los eventos, junto con la disminucion de la
amplitud de los intervalos en los cuales se observan los eventos. De esta manera las frecuencias
relativas por amplitud del intervalo casi no se‘varian en sus intervalos y los graficos se aproximan a
una curva. Se remplazan las observaciones de<eventos o mediciones por una variable aleatoria continua
X, que implica que la frecuencia relativa’por amplitud del intervalo se convierte en probabilidad por
amplitud de intervalo que se denomina ¢onl el término “densidad de probabilidad”. Por lo tanto la curva
limite que resulta del proceso de aproximacion, anteriormente descrito, representa una funcion de
densidad de probabilidad. Es importante destacar que las ordenadas de los puntos de esta curva limite
no representan probabilidades si-no densidades de probabilidades. Con las densidades de probabilidad
se pueden obtener probabilidades relacionadas con un intervalo [x;, X>]. En este caso se debe calcular el
area bajo la curva entre las rectas X=x; y X=x,. En ejercicios a nivel escolar, sin conocimientos de la
integral definida de una funeién, es suficiente de aproximar el area bajo la curva.

1. Para eventos e gran convocatoria se utilizan lugares como el Estadio
Nacional de Ehile. Por ejemplo, para conciertos de musica pop o partidos
de futbaolnlas personas no llegan al mismo tiempo. Horas antes del inicio
del evento no hay gran aglomeracion de personas, y en un lapso de
tienpo cercano al inicio del evento, se reline una multitud de personas
frente a las diferentes entradas del recinto, lo que implica el ingreso de
muchas mas personas en breves intervalos de tiempo. Supongamos que
algunas horas antes del inicio entren 100 personas dentro un lapso de 10
minutos y se registre el tiempo entre dos llegadas consecutivas en 10
intervalos de 1 minuto. Un tiempo mas tarde lleguen 1 000 personas en
10 minutos y se registra el tiempo entre dos llegadas consecutivas, pero ahora en 20 intervalos de
medio minuto. En las tablas de abajo se representan posibles registraciones de llegadas de personas.
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a. Calculan las frecuencias relativas por amplitud del intervalo (amplitud 1) . Completan la

tabla 1.
Tabla 1
Intervalo de Numero de llegadas de un Frecuencia relativa por
amplitud 1min total de 100 personas intervalo de amplitud 1
10,1] 3 0,03
11,2] 2
12,3] 4
13,41 7
14,5] 8
15,6] 10
16,71 14
17,8] 16
18,9] 17
19,10] 19

b. El grafico 1.1 muestra las frecuencias relativas de la llegada de 100\personas al estadio por
un lapso de 10 minutos subdividido en intervalos de 1 minuto. Se\répresentan los datos de
la tabla 1. Calculan el area de las barras.

c. Conjeturan acerca la suma obtenida en el ejercicio b y verifican el resultado a partir de los
resultados de b .

d. ¢Qué relacidn puedes observar entre el grafico 1.1 y el grafico 1.2?

Frecuencia relativa Frecuencia relativa
por amplitud del por amplitud del
intervalo intervaln
0,2 0,2
0,18 0,18
0,16 0,16
0,14 0,14
0,12 0,12
0,1 0,1
0,08 ‘7 0,08
0,06 0,06
0,04 0,04
0,02 0,02
0 0
Intervalo de amplitud 1 Intervalo de amplitud 1
Gréfico 1.1 Grifico 1.2

e. En la tabla 2 se representa la entrada de 1 000 personas al estadio registrada en un lapso
1
de 10 minutos, pero subdivididos en intervalos de amplitud de 2 min. Calculan las

1
frecuencias relativas por amplitud del intervalo (amplitud 5). Completan la tabla 2
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Intervalo de Numero de llegadas de un Frecuencia relativa por
amplitud % min total de 1 000 personas intervalo de amplitud %

101 18 0,036
]%,1] 12

11,17] °

]1%,2] 11

]2'2%] 19

]2%13] 21

]3,3%] 37

]3%,4] 33

1 4,4§] 38

]4%,5] 42

1 5,5%] 45

1 5%,6] 55

16,621 63

]6%,7] 77

]7,7%] 79

]7%,8] 81

]818%] 83

]8%,9] 87

]9,9%] 92
]9%,10] 98

f. En los graficos 2.14y) 2.2 de abajo se representan los datos de la tabla 2. Comparan los
graficos 2.1 y 2.45con los graficos 1.1 y 1.2. ¢éEn qué se diferencian los graficos 2.1 y 2.1
de los graficos 11 y 1.2? ¢y qué tienen en comun? Explican y comunican la respuesta.

g. Conjeturanyacerca de la suma de todas las areas de las barras del grafico 2.1.
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Frecuencia relativa
por amplitud del
intervalo

Frecuencia relativa
por amplitud del
intervalo

0,25

0,2

0,15

0,1

0,05

0 - 1 0

Intervalos de ampltud = Intervalos de amplitud -
Grifico 21 Grifico 2,2

Observacion al docente: Antes de comenzar con }aactividad 2, la o el docente debe destacar que
se cambian las frecuencias relativas por amplitud™de intervalo, las cuales corresponden a una variable
aleatoria cuyas probabilidades también se detérminan en funcién de la amplitud de intervalo. En esta
actividad en particular, el foco no estd .enurealizar calculos, si no en potenciar el razonamiento
matematico en funcién de lo desarrollado en la actividad 1. Se recomienda el trabajo en grupo para
argumentar y comunicar las conjeturas.y las respuestas en el plenario.

Aunque la llegada de una gran,cantidad de personas a un evento de masiva afluencia siga una cierta
tendencia, la llegada individual de las personas se puede interpretar como un proceso aleatorio. Se
define una variable aleatoria continua X que represente la llegada de personas a un evento y se
considera la siguientersituaciéon, A 30 minutos del inicio del evento y con mas puertas abiertas, se

1
registra la llegada-10 000 personas en 40 intervalos de " minuto.

a. Conjeturan acerca de los cambios que se generarian en los graficos 2.1 y 2.2 representados en la
actividad anterior.

b..'Se sigue aumentando el nimero de la llegada de las personas y a la vez disminuyendo las
amplitudes de los intervalos, éporque la frecuencia relativa por amplitud del intervalo no
experimentara grandes cambios? Razonan y explican la respuesta con los resultados de la
actividad.

c. En vez de registrar las personas que lleguen al evento, se considera una variable aleatoria X que
represente la llegada de personas. ¢En qué término se convierte la frecuencia relativa por
amplitud del intervalo (altura de las barras en el grafico)? Razonan la respuesta.

d. ¢Qué representan las areas de las barras del grafico? Explican la respuesta.
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e. Si se considera un aumento infinito de llegadas y una disminucién infinita de las amplitudes de los
intervalos,
- ¢en qué grafico se convierte el grafico de lineas (del tipo 1.2 y 2.2)?
- ¢écomo se puede interpretar el area “bajo la curva” en el grafico entre las dos rectas X=x; y
X=x, y el eje X?

3. En Rancagua comienza a llover de forma dispersa, pero con constante intensidad como muestra la
figura 1. Especificamente, la figura 1 muestra el techo acrilico de un invernadero con 20 gotas de
lluvia repartida al azar en 20 cuadriculas de igual tamano. Momentos mas tarde, han caido(al techo
200 gotas de lluvia y se las registran en 40 cuadriculas como muestra la figura 2 (cada cuadricula de
la figura 2 tiene la mitad del drea que las cuadriculas de la figura 1). Las 20 cuadriculas)de la figura 1
estan marcadas de 1 a 20 segun el siguiente esquema: la Ultima fila se enuméra del 1 a 5 de
izquierda a derecha, la penduitima fila de 6 a 10 de izquierda a derecha, y asi/sucésivamente hasta
enumerar la cuadricula numero 20. En la figura 2 se enumeran las 40 cuadriculas de la misma manera
que las cuadriculas de la figura 1.

20 gotas de
lluvia registradas
en un techo de
20 cugdsiculas

Figura 1

200 gotas de
lluvia registradas
en el techo de 40
cuadriculas de la
ol e . . . LA mitad del tamario
*ie e "4 p o °: 0 o anterior

Figura 2

a. Se consideranlas primeras 20 gotas que han caido en el techo representado en la figural.
Determipnan las frecuencias relativas por unidad del area de las cuadriculas (unidad 1).
Completan la tabla 1

Tabla 1
Cuadricula 1 2 3 4 5
Frecuencia relativa por L:1=0,05
unidad 1 del area 20
Cuadricula 6 7 8 9 10
Frecuencia relativa por
unidad 1 del area
Cuadricula 11 1 12 14 15
2
Frecuencia relativa por
unidad 1 del area
Cuadricula 16 1 18 19 20
7
Frecuencia relativa por
unidad 1 del area
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b. Ahora se consideran las primeras 200 gotas que han caido en el techo registradas en
cuadriculas cuyo tamafio es la mitad de la unidad anterior. Determinan las frecuencias

relativas por unidad del area de las cuadriculas (unidad %). Completan la siguiente tabla 2.

Tabla 2
Cuadricula 1 2 3 4 5
Frecuencia relativa por 2.1 20,04 0,05
. 1 ; 200 2
unidad > del area
Cuadricula 6 7 8 9 10

Frecuencia relativa por
unidad % del 4rea
Cuadricula 11 12 13 14 15
Frecuencia relativa por
unidad % del area
Cuadricula 16 17 18 19 20
Frecuencia relativa por
unidad % del area
Cuadricula 21 22 23 24 25
Frecuencia relativa por
unidad % del area
Cuadricula 26 27 28 29 30
Frecuencia relativa por
unidad % del area
Cuadricula 31 32 33 34 35
Frecuencia relativa por
unidad % del area
Cuadricula 36 37 38 39 40
Frecuencia relativa por
unidad % del drea

c. El gréfico 1 permite analizar los datos de las frecuencias relativas de las primeras 20 gotas
de lluvia, que en este'caso particular, corresponde a la probabilidad por unidad del area de
las cuadriculas. Interpretan el grafico.
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d. Comparan la figura 1 con el grafico 1 e interpretan los valores 0. y 0,14 segun el contexto
del problema.

e. ¢Qué cambio experimentara el grafico 1 si es elaborado en base de la figura 2 y con los
datos de la tabla 2? Razonan y explican la respuesta.
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f. Elaboran mediante el software EXCEL el grafico de lineas que representa la figura 2 y la
tabla 2. Verifican la respuesta de la actividad e).

g. En vez de registrar las frecuencias relativas, se considera una variable aleatoria X que
represente la caida de las gotas en el techo ¢En qué término se convierte la frecuencia
relativa por unidad de la cuadricula? Razonan y explican la respuesta. Observacion al
docente

h. Si se aumentaria infinitamente la cantidad de las gotas y a la vez disminuyendo
infinitamente el area en la cual se registrarian las gotas de lluvia, équé forma tomaria el
grafico de lineas? Explican la respuesta.

4. En un paradero pasan buses cada 20 minutos. Se registra el tiempo de espera de una persona’que
llega al paradero y aguarda el siguiente bus.

a. Conjeturan que la probabilidad del tiempo de espera en un intervalo es igual a*

P(a<X<b)=(b—a)-%

b. Relacionan la determinacion del area de un rectangulo de lados (b-a).y,1/20, con el calculo
de la probabilidad del tiempo de espera en el intervalo [a, b].

c. Grafican y conjeturan que la probabilidad de la variable tiempo“de espera corresponde al
area bajo la curva y=1/20.

Observacion a la o el docente: Los estudiantes deben llegar-a-‘comprender que el area bajo la
funcion de densidad de una variable aleatoria continua corresponde a la probabilidad de la variable.
Para esto es necesario que los estudiantes identifiquen la funciéon de distribucidon de probabilidad,
determinen la funcion de densidad media en el intervalo [a;b¥}:

F(p)—F(a)
b—a '’
y la relacionen con la funcién de densidad.

5. Actividad 3. Sea un disco graduado entre dos valores a y b, tal que a<b, que se hace girar en
presencia de una pestafa que permanece inmovil.

b la

a. Conjeturan que la probabilidad de que al parar el disco, la pestafia marque un valor entre a
y un valor t es igual a

t—a

b —

P(x<t)=

b. Comparan la probabilidad dada en a. con la Funcién de Distribucion de la probabilidad

t—a
F(xSt)=m,VaStSb.
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c. Calculan la funcién de densidad media y conjeturan que la funcidon de densidad es igual a

1
= — <t<
f(@®) b_a,Va_t_b.

Ejemplo de evaluacion

Aprendizaje Esperado
AE 2 Interpretar el concepto de una variable aleatoria continua.

Indicadores de Evaluacion Sugeridos

¢ Determinan en ejemplos concretos si una variable aleatoria es discreta o continua.

e Analizan en graficos o tablas empiricas las distribuciones de frecuencias relativas de datos estadisticos
como peso, estatura, edad, presidén sanguinea, etc.

Actividad propuesta

4. En una fabrica de alimentos de perros, una maquina de empaque esta programada para llenar sacos
de 5 000g. Los graficos muestran la cantidad de sacos segun el contenido,que varia alrededor de
5 000g.

o e e 3 0

Lo el | =l

a. Estiman mediante los datos del primer grafico las frecuencias relativas de los contenidos para los
intervalos de la amplitud 1 (correspondiente a 50g). ]4 875, 4 925], 14 925, 4 975], 14 975, 5 025]
15 025, 5075] vy 15075,5 125].

7 . . 1 . .
b. En el segundo grafico se reduce la amplitud de los intervalos a z-Y la escala en el eje vertical se

reduce tambiénaa mitad. Describen y explican los cambios que se generan en el grafico.
s . R 1 . B 7o
c. En el tercer grafico se reduce la amplitud de los intervalos a " de la amplitud del primer grafico y

la escala/del eje vertical también se reduce a un cuarto. Describen y explican los cambios que se
generan’en el gréfico.

d. Marican en los tres graficos los puntos medios de los anchos superiores de las barras y completan el
grafico de segmentos juntando los puntos medios.

g\, "Describen el desarrollo de los graficos de segmentos.

f. En vez de registrar las frecuencias relativas, se considera una variable aleatoria X que representa
el contenido de un saco sorteado al azar. La variable X puede tomar cualquier valor alrededor de
5 000g. ¢Qué representan las ordenadas de los puntos del grafico que se desarrolla?

g. ¢Qué representa el area debajo el grafico entre dos rectas X=a y X=b?

Criterios de evaluacion

Se sugiere considerar los siguientes aspectos:
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e Leen los datos y calculan frecuencias relativas relacionadas con los intervalos del primer grafico.

e Explican que las frecuencias relativas por amplitud del intervalo se mantienen casi estable.

e Elaboran el grafico de segmentos segun las indicaciones del ejercicio.

e Explican que con los cambios realizados los graficos de segmentos se aproximan mas y mas a una
curva mas lisa.

e Explican que las ordenadas de los puntos del grafico que se desarrolla representan la densidad de
probabilidad con la cual se puede determinar las probabilidades relacionadas con intervalos.

e« Mencionan que el area debajo de la curva entre las rectas X=a y X=b representa la probabilidad
relacionada con el intervalo respectivo.
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Unidad 4
Datos y Azar I1

Proposito

En esta unidad los estudiantes verifican graficamente el proceso del desarrollo de una distribucion
binomial a una distribucidn normal. Este desarrollo incluye la comprensién de la aproximacion de un
area bajo la curva, entre el eje x y dos segmentos paralelos al eje y, que significa un procedimiento
preliminar al desarrollo de “la integral definida” de una funcidn que es parte de estudios de la
ensefianza superior.

Aplican la distribucién normal para modelar situaciones de la vida diaria o de ciencias. Reconocenén
forma intuitiva la validez del “teorema central del limite” y emplean estimaciones de, @édias
poblacionales mediante la construccion de intervalos de confianza aumentando el tamano’de las
muestras extraidas. Deciden a nivel escolar entre modelos probabilisticos para resolver problemas
estadisticos que significa un procedimiento de alta importancia en los estudios superiores)y en la vida
profesional.

Conocimientos previos
e Distribucion binomial
e Valor esperado
e Varianza
e Desviacion estandar
e Variable aleatoria continua
e Distribucién de probabilidad de una variable aleatoria
e Funcidn de densidad de probabilidad de una variable aleatoria

Palabras claves

“Campana de Gauss” - distribucion normal < valor esperado - desviacién estandar - funcion @ de
distribucién acumulada - media poblacionale=-media muestral - intervalos de confianza

Conocimientos

Distribucion normal

Funcién @ de distribuciéon acumulada
Estimacion de medias poblacionales
Construccion de intervalos’‘de’confianza

Habilidades
e Analizar distribuciones de medias muestrales.
e Modelat.situaciones estadisticas mediante la distribucién normal.
e Conjeturar acerca de universalidad de la distribucién normal.
e ResOlver problemas de la vida diaria mediante herramientas estadisticas.

Actitudes
o~ Desarrollar el interés por conocer la realidad y utilizar el conocimiento
e Comprender y valorar la perseverancia, el rigor, el cumplimiento, la flexibilidad y la
originalidad al resolver problemas matematicos.
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Aprendizajes Esperados

Indicadores de Evaluacion Sugeridos

Se espera que los estudiantes sean capaces
de:

Cuando los estudiantes han logrado este aprendizaje:

AE 1

Aproximar a partir de histogramas de
distribuciones binomiales el grafico de la
“Campana de Gauss”.

e Elaboran con herramientas tecnoldgicas una
secuencia de histogramas de distribuciones
binomiales con la probabilidad p constante
aumentando el valor n de las repeticiones.

e Describen el efecto que tiene el aumento de n de las
repeticiones en la forma y en la posicidén de los
histogramas.

e Estandarizan los histogramas con =0 ; x
=l x;y=o-y

e Aproximan de forma intuitiva, la curva gue une las
cimas, resultando una campana gue se llama
“Campana de Gauss” estandarizada.

e Reconocen la “Campana de‘Gauss” como grafico de
funcion de densidad de tina variable aleatoria
continua.

e Determinan aproximadamente mediante la
“Campana de Gauss” probabilidades sobre
intervalos.

AE 2
Aplicar distribuciones normales para
resolver problemas de la vida diaria.

e Verifican mediante varios ejemplos, utilizando
herramigntas técnicas de simulacion o de calculo,
que una-distribucién normal se define por el valor
esperado p y la desviacion estandar o .

¢ /. Reconocen el significado de la funcion @
estandarizada de distribucién acumulada.

o’ Utilizan tablas de la funcion @ de distribucion
acumulada y calculadora con funciones estadisticas
para determinar probabilidades relacionadas con
intervalos.

e Determinan para cantidades de una muestra
aleatoria de poblacién normal su ubicacion dentro de
los intervalos que desvian del valor esperado p por
lo, 20 ¥y 3o.

AE 3

Estimar la media poblacional de una
distribucion normal a base de niveles de
confianza dados.

e Verifican en ejemplos concretos que la distribucion
de las medias X de una distribuciéon normal con el
valor esperado M y la desviacion estandar o tiene los

siguientes parametros: f = py 6 = %

e Sacan una muestra del tamafio n, determinan la
media X y construyen un intervalo de confianza con
un nivel de confianza dado utilizando la desviacion

7 — o
estandar ¢ = -

e Resuelven problemas de la vida diaria que
involucran la estimacién de la media X de una
poblacion.
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AE 4 e Conjeturan a base de histogramas de ejemplos

Verificar mediante ejemplos concretos que concretos y de forma intuitiva la validez del teorema
la media X de muestras aleatorias del del limite central.

tamafio n, extraidas de una poblacion, se e Determinan para muestras aleatorias no binomiales
distribuye aproximadamente normal, si se ni normales

a media poblacional p

a desviacién estandar poblacional o

a media de la distribucidn de medias aritméticas

I

a desviacién estandar de la distribucién de

medias aritméticas &

e Elaboran histogramas de la distribucion de’la media
aritmética X de una variable aleatoriasX aumentando
el tamafio n.

e Reconocen que los histogramasila-distribucion de las
medias X se aproximan a una “Campana de Gauss”.

e Determinan a partir de g'y'‘c’de la distribucion
poblacional junto con el tamafio n de la muestra de
las medias X los parameétros de la distribucion
normal con la cuakse aproxima la distribucion

aumenta el tamafio de la muestra. -

poblacional.
AE 5 e Utilizan la digtribucion normal como modelo para
Modelar situaciones de la vida diaria o de distribuciones que se componen en forma aditiva de
ciencias con distribuciones aleatorias como numeresos eventos aleatorios.
la distribucion binomial o la distribucion e Conjeturan a base de la naturaleza de una situacidn
normal. de“a vida diaria o de ciencias cual seria el modelo
adecuado.

e,/ Consideran las condiciones y las restricciones para
aplicar un modelo probabilistico.

Aprendizajes Esperados en relacion con los OFT

e El interés por conocer.a realidad y utilizar el conocimiento
« Comprender y valorar la perseverancia, el rigor y el cumplimiento, la flexibilidad y la
originalidad

Orientaciones didacticas para la unidad

La distribucion normal es un tipo de modelamiento que permite representar, en forma aproximada,
algunas distribuciones de variables aleatorias continuas. Al considerar en una poblaciéon una variable
contindia-o con un ndimero grande de valores, ocurre a veces que la distribucidén es simétrica respecto
a,su ‘valor medio, la mayor parte de valores se concentra alrededor de la media, y los valores tienen
menor probabilidad cuanto mas se alejen de la media. A partir del valor central, la distribucién de
valores decrece hacia los extremos hasta que la grafica se aproxima al eje horizontal. Al mismo
tiempo, las y los alumnos deben comprender que la variable aleatoria continua cuya funcién de
densidad es la funcién de densidad normal se conoce como distribucién normal.

Reconociendo que la distribucidn normal permite resolver problemas estadisticos de la vida diaria o de
ciencias, se sugiere contextualizar con problemas reales en distintos campos, como por ejemplo:
problemas bioldgicos de distribucién de la tallas, pesos y otras medidas fisicas de un conjunto
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numeroso de personas de una determinada edad; datos psicoldgicos de tiempo de reaccion,
puntuaciones en un examen o test, amplitud de percepcién; problemas fisicos de distribucion de los
errores de observacion o medida que aparecen en los estudios acerca de fendmenos meteoroldgicos,
fisicos, astrondmicos, etc. ; datos econdmicos de fluctuaciones de precios; y problemas técnicos de
distribucion de las medidas de piezas manufacturadas, etc.

En el caso de distribuciones normales o no normales, es necesario mostrar concretamente que se
pueden estimar parametros de distribuciones como la media y la desviacién estandar, construyendo
intervalos de confianza segun los niveles de confianza requeridos. Aparte de aplicar modelos
binomiales o normales dados, se sugiere que los alumnos elijan entre los modelos propuestos)que
conjeturen acerca de la validez o de las restricciones de ellos para resolver un problema dado. Al
mismo tiempo, se sugiere que las y los alumnos puedan analizar o inferir las propiedades de la
distribuciéon normal estandar: el area total bajo la curva normal es igual a 1; la distribucion tiene
forma de campana y es simétrica; la distribucion tiene una media igual a 0 y una desviacion estandar
igual a 1, entre otras.

Al igual que en la unidad 3, se aconseja ir monitoreando el logro de los aprendizajes a medida que
avanza la unidad 4 y no solamente al final de ella. De este modo, el<docCente sabra si las y los
alumnos comprenden y aplican los conceptos y procedimientos al resolyer problemas de distribucidon
normal, medias poblacionales e intervalos de confianza. Dado el contexto anterior, el docente podra
obtener evidencia de aprendizaje de los distintos niveles de desempefio y disefiar procesos de
retroalimentacion para las diferentes dificultades o errores conceptuales/procedimentales propios de
los contenidos a trabajar en esta unidad.
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Ejemplos de Actividades

Los ejemplos de actividades presentados a continuacion, son sugerencias que pueden ser
seleccionadas y /o adaptadas por la y el docente para su desarrollo, de acuerdo a su contexto escolar.

AE 1
Aproximar a partir de histogramas de distribuciones binomiales el grafico de la “Campana de Gauss”.

Observacion a la o el docente: En las siguientes actividades se pueden utilizar herramientas tecnoldgicas de
calculo para determinar las probabilidades Bn;p(k) = [E] - p* - (1-p)"* de distribuciones binomiales con n, k yp

dado. En el simbolo Bn;k la B representa el término Binomial, la n las repeticiones del experimento Bernoulliy 1a k
la probabilidad de éxito. Con cualquier buscador en el internet se pueden encontrar sitios que ofrecen gratuitamente
la utilizacion de calculadores o simuladores, como por ejemplo: www.ugr.es/~jsalinas/herramar.htm
www.virtual.uptc.edu.co , www.es.easycalculation.com/statistics/binomial-distribution.php , www.edumat.net ,
www.matematicasvisuales.com/html/probabilidad/varaleat/binomial.html , etc. También se puede aplicar los
programas EXCEL, WINSTATS o GEOGEBRA con los “macros” estadisticos.

En continuacion se muestra el proceso de la estandarizacion de una distribucién binomial Bn;p(k) = [E] - pfe(1-

p)"* con los valoresden = 2, p = § y k =0, 1, 2 representada por la tabla y el histograma respectivo.

k 0 1 2
Bn;p(k) 4 4 1
9 9 9
Bn;p(k) T
o
1 ——
g
0 1 2 k
Valor esperado: p=n-p=2--=2
. - i . _ , 12 _ 2
Desyiacion estandar: ¢ = \/n -p-q = |2 3373

Cen \el'nimero n creciente los histogramas de una distribucién binomial se desplazan hacia la derecha y las alturas
de la cimas se reducen. Para revertir estos cambios se realizan las siguientes transformaciones:
- Traslacién del histograma por el valor esperado u hacia el origen del sistema de coordenadas.

.7 1
- Reduccién de los anchos de las barras por el factor -
- Estrechamiento de las alturas de las barras por el factor .
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. . . . X-
Con estos cambios resulta una variable aleatoria estandarizada T = T“ .

Tabla de valores de la variable aleatoria estandarizada:

X T
0 -1
1 1
2
2 2
Ancho Ancho nuevo Altura Altura nueva d
1 1:2=15 4 s i=g
9
1 1:2=15 4 s i=g
9
1 1:2=1,5 1 Tz2_2
3 a 9 3 27
9
Histograma estandarizado:
Bn:p(k) T
5
5T
1]
9
| >
-1 0 k

o] —

1. En un experimento’del tipo “Bernoulli” la probabilidad de éxito es de p = § . Se lo repite n veces.

a. Calculan-para n = 8 los valores de Bn;k = [E] - pX - (1-p)™K, utilizando una tabla de distribucién
bindmial o la calculadora. Completan la tabla de abajo y elaboran en un sistema de

coordenadas el histograma de la distribucién binomial.

k 0

2

3

4

Bn;p(k) | 0,0390

b. Determinan el valor esperado p y la desviacién estandaro.
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c. Estandarizan el histograma mediante las siguientes transformaciones.
o Traslaciéon del histograma por el valor esperado p hacia el origen del sistema de
coordenadas.
o Reduccion de los anchos de las barras por el factoré .

o Estrechar las alturas de las barras por el factore.
d. Determinan mediante el histograma las probabilidades representadas por las tres barras
centrales.

2. Elaboran una secuencia de histogramas de distribuciones binomiales con herramientas tecnolégicas
de cdlculo EXCEL, GEOGEBRA, WINSTATS o un simulador disponible gratuitamente en el siguiente
link: www.matematicasvisuales.com/html/probabilidad/varaleat/binomial.html

a. Realizan simulaciones de histogramas del valor p = 0,5 y aumentan<el nimero de
repeticiones de n = 5, 10, 15 y 20. [

b. Describen el cambio que se genera en los —
histogramas si se aumenta el nUmero n.

c. Imprimen los histogramas estandarizados y
dibujan en forma intuitiva la curva que E ‘
representa la funcion de densidad de

probabilidad. i ey
d. Realizan mediante el simulador la 4 ‘ ’ L‘
aproximacion de los histogramas y la | vl 1

comparan con el dibujo intuitivo.

Observacion a la o el docente: Para un mejor entendimiento del concepto de densidad de
probabilidad se puede utilizar la metafora de la densidad ’de masa: Si en un cuerpo la densidad de
masa es alta, tiene en un volumen de referencia upa cantidad grande de masa. Sabiendo la densidad
d, la masa m se puede calcular mediante el produdcto’con el volumen V. Este producto es representable

por el érea de un rectangulo. m
d

m=d-

En histogramas de distribuciones_de Jprobabilidad como de la distribucién binomial, la probabilidad relacionada
con intervalos también se representa mediante un area que es el area de la barra sobre el intervalo respectivo.
La altura de la barra representa’ densidad de la probabilidad d en referencia al ancho a del intervalo. Como en
la metafora de la densidadyde una masa, se calcula la probabilidad sobre el intervalo mediante el producto de P
= d - a. En el proceso‘de)aproximacion del histograma por una curva se disminuye el ancho de las barras y la
altura de la barra se-Gonvierte en la ordenada del punto A que pertenece a la curva de aproximacién “Campana
de Gauss”

'
v
v

N

o
v { =
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3. El dibujo de abajo representa el histograma estandarizado de una distribucion binomial con n = 10
y p=0,5.

4 Bnjp(k)
—4—
ot | by
BE ;*—‘
e ’4—
oI [ E >
6 -5 4 -3 -2 -1 01 2 3 4 5 6 k

a. Determinan el valor esperado W y la desviacion estandar o.de |a distribucidon binomial.
b. Transforman los valores estandarizados de k = -5; -4; ... ¢_4; 5 en los valores de k. antes
de la estandarizacion. Completan la tabla.

k S51-4|-3|-2|-1|]0 |, 1>)/2|3|4]5
k

c. Determinan mediante una tabla o mediante una calculadora los valores de Bn; k.
Completan la tabla.

k |0 1]|]2k®}4|5|6|7|8]|9]10
Bn;k

d. Los anchos de los intervalos tienen el valor a = 1. Calculan la suma de todas las
probabilidades representadas por las barras del histograma.

e. Dibujan en forma intuitiva la curva que une los puntos rojos marcados en el histograma.

f. Conjeturan acerca del contenido del area debajo la curva de aproximacién. Explican y
comunican lasconjetura.

Observacion a la o el*docente: Para representar distribuciones de variables aleatorias se recomienda un
“grafico con barras/delgadas” que es parecido a histogramas, en el cual la barra se reduce a un segmento
paralelo al eje de P¢(X). Ejemplo:
X 1 2 3 4 5
P(X) 0,1 0,2 0,35 0,25 0,1
PO
0,5
0,4
0,3
0,2
L
1 2 3 4 5 %
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AE2
Aplicar distribuciones normales para resolver problemas de la vida diaria.

1. Utilizan un programa gratuito de simulacién de distribuciones normales disponible en el internet,
como por ejemplo http://tube.geogebra.org/student/mdggPNtOL para verificar los cambios que se
generan si se varian los parametros de p y o.

a. Representan la distribuciéon normal de referenciaconu=0y o = 1.

b. Manteniendo la desviacion estandar varian el valor esperado en el intervalo [-2; 2]. Deseribéen
y comentan el cambio del gréfico.

c. Manteniendo el valor esperado de p = 0 varian la desviacion estandar . Describen y .comentan
el cambio del gréfico.

d. Manteniendo el valor esperado de p = 0 y la desviacion estandar ¢ = 1 .determinan las
probabilidades P(u-c<X<up+c); P(u-26=X=p+20); P(u-36<X=<p+3c) y Jas ‘expresan en
porcentajes.

e. Repiten la actividad d con el mismo valor esperado de u = 0 y otra ‘désviacion estandar, por
ejemplo o = 0,5. Comparan y comentan el resultado en comparacién (con el resultado anterior.

2. En una granja avicola se producen huevos de calidad con el sello®dé/"producto bioldgico”. El peso
de los huevos se distribuye segln una distribucion normal con.el*valor esperado de p = 56g vy la
desviacién estandar de ¢ = 8. Se calcula la ganancia por huiévo segln las siguientes clases de

peso.
Peso eng <40 [40;45] [45;50] [50;55] [55;60[ =60
Ganancia en $ -10 20 30 50 70 80

a. Determinan mediante la tabla de la funeidon ® de distribucion acumulada o con herramientas
tecnoldgicas las probabilidades que cortesponden a las clases de peso.
b. Calculan la ganancia esperada por-huevo.

3. Se quiere modelar una prueba SIMCE mediante una distribucion
normal con el valor esperado sde p = 250 puntos y la desviacidn
estandar ¢ = 50 puntos. Se,elige un alumno al azar.

c. Determinan la probabilidad de que el rendimiento del alumno pertenece al intervalo de [p -
20 ;) w+ 20]

4. Segun(el grafico de abajo se puede considerar que la estatura de una poblacidon se distribuye
segn’una distribucidon normal. En un pais, como se representa en el dibujo de abajo, la estatura
media de los hombres entre 18 y 20 afios se estima en 180cm con una desviacion estandar de
7,4cm. Los datos corresponden a la curva roja.
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a. Conjeturan acerca del tipo de distribucidn y acerca de la confiabilidad de le estatura media de

180cm mencionada en el texto.

éCon qué probabilidad un hombre, elegido al azar, tiene una altura mayot.de’ 185 cm?

¢Con qué probabilidad un hombre, elegido al azar, tiene una altura entre-170cm y 180cm?

d. En que intervalo simétrico a la estatura media se ubican las estaturds de 50% de todos los
hombres.

e. ¢Qué estatura minima debe tener un hombre para que pertenezca al grupo de 5% de los
hombres con maxima estatura?

o

AE 3
Estimar la media poblacional de una distribuciéon normal sobre’la base de niveles de confianza dados.

Observacion a la o el docente: Se recomienda representar la distribucion muestral de medias aritméticas
mediante una representacion esquematica como se muestra“en el siguiente dibujo.

&)
)
()
()

Q
o]

o)

)

Medias
aritméticas Distribucién de medias
aritméticas X

Muestra 1

Muestra 2

Muestra 3

Muestra 4

Muestra k

Poblacion
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Observaciéon a la o el docente: Para la elaboracién de un intervalo de confianza se puede utilizar la siguiente

tabla cuyos valores se calcularon con la tabla de la funcidon ® estandarizada de distribucién normal acumulada.

Nivel de confianza de la Factor k de confianza para Limites del intervalo de confianza
estimacion de la media en % construir los limites del intervalo
90% 1,645 X+1,645 - %
95% 1,960 X +1,960 - %
99% 2,576 X+2,576 - =
vn

Para otros niveles de confianza hay que determinar los factores de confianza mediante la tabla deba func
estandarizada de distribucion normal acumulada.

ion @

1. En un instituto de control de nutricion se determina el porcentaje de grasa“en la ° e
leche. Segun los datos del productor se puede contar con una desviacidn‘estandar s % 02° o
de ¢ = 1,5%. De la produccion se saco al azar una muestra de 25_cajas y cuyo S o ooo
porcentaje de por medio X de grasa se calculd en 12,5%. Se considera que la o

produccidn de leche se distribuya aproximadamente mediante una distribucién normal.

a. Elaboran con un nivel de confianza de 90% un(intervalo de — -
. . = . ’\
confianza alrededor de la media de la muestra X\que incluye el g \
.7 vl o | £
verdadero valor esperado p de la produccion. "r?

b. Conjeturan acerca del intervalo de confianza de la estimacion si se
aumenta el tamafio de la prueba manteniendo’ el nivel de confianza.

2. Una empresa producia resistencias eléctricas de 200Q con una desviacidon estandar de
10Q. Se cambia la maquina de produccion y se sabe que se puede contar con una
distribucion normal y una desviacion’estandar nueva de o = 5Q. Para estimar el
verdadero valor esperado p de |&,produccidon se toma una muestra del tamano 100
cuya media X se determind en202Q.

o ©

a. Elaboran con los dates de la muestra el intervalo de confianza de un nivel de 95% de confianza

que incluye el verdadero valor esperado p de la produccién.
b. Conjeturan acerea’del ancho del intervalo si se aumenta o si se baja el nivel de confianza.

3. Una poblacién(se distribuye segin una distribucién normal con una desviacion estandar ¢ =
Para elaboratvintervalos de confianza alrededor de una estimacion de la media X que incluye

120.
n con

un nivelde confianza de 95% el verdadero valor esperado p, se sacan muestras de los tamafios n

= 4,°95.16, 25, 36, 64, 100 y 144.

a.) Determinan los anchos de los intervalos de confianza en dependencia del tamafio n.

Redondean a la décima y completan la tabla.

Tamafno n 4 9 16 25 36 64 100 144
Ancho d(n) | 235,2
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b. Elaboran el grafico d(n) que representa el ancho del intervalo d en dependencia del tamafio n
de la muestra.

c. Determinan aproximadamente mediante el grafico el tamafio minimo de una muestra si el
intervalo debe tener un ancho maximo de 60.

AE4
Verificar mediante ejemplos concretos que la media X de muestras aleatorias del tamafio n, extraidas
de una poblacidén, se distribuye aproximadamente normal, si se aumenta el tamafio de la muestra:

1. Se lanzan a la vez un dado, dos dados, tres dados, etc. y se anota la suma de los numeros caidos.
En el caso de un solo lanzamiento se considera el nimero caido también como una siima.

a. Determinan todas las sumas posibles y los eventos que llevan a las sumas. Completan las
tablas.

n=1 Suma k
frecuencia

P(X=Kk)

[ N el

n=2 Suma k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
frecuencia
P(X=k)

n=3 Suma k 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18
frecuencia
P(X=k)
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b. Elaboran los graficos P(X=k) de los sumas k obtenidos. Completan los histogramas.
4 P(X=k) Lanzamiento de 1 dado
1 ——
G
1 2 3 4 5 6 k
P(X=K) Lanzamiento de 2 dados
3
T X:X]_ + ){2
1
T
1 1 ] 1 -
I I I 1 1 1 v
2 4 6 8 A8 12 k
P{X=k) Lanzamiento de 3 dados
&
—— X:X]_ + ){2 + Xg
100
476
1 I I 1 L l L 1 L .
I I I 1 I 1 I I v
4 6 g 10 12 14 15 18 k

¢.)Conjeturan acerca de la forma de los histogramas si se aumenta el nimero de los dados
lanzados.

d. Determinan paran = 1, 2, 3 los valores esperados [ y las desviaciones estéandar o y grafican la
distribucién normal correspondiente utilizando un software de simulacion como EXCEL,
WINSTATS, GEOGEBRA o un programa disponible en el internet como
www.matematicasvisuales.com/html/probabilidad/varaleat/binomial.html

e. Comparan los histogramas con el grafico de la distribucién normal.
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http://www.matematicasvisuales.com/html/probabilidad/varaleat/binomial.html

2. En una urna hay cuatro bolitas numeradas con 0, 2, 4 y 6. Se sacan al azar con reposicion pares
ordenados de numeros.

‘op [6;41 [;] ©0 o [;]

a. Determinan la media p y la desviacidén esténdar o de la poblacién 0, 2, 4, 6.

b. Elaboran sistematicamente el espacio muestral de los pares ordenados.

c. Determinan las medias aritméticas X de los pares ordenados.

d. Elaboran la distribucion de frecuencias absolutas de las medias aritméticas X Completan la
tabla.
Media aritmética 0 1 2 3 4 5 6

Frecuencia f

e. Elaboran el grafico de la distribucién de las frecuencias mediante un histograma o con un
“grafico de barras delgadas”.

f. Determinan la media g y la comparan con la media p deJla poblacién.
g. Determinan la desviacidn estandar & de la muestra+y ‘verifican la igualdad G = >

e

3. Un experimento aleatorio tiene una variable aleatoria representada en la siguiente tabla.

X -2
P(X=X)

u1| N| CO

vl w

a. Determinan el valor esperado<j, la varianza o2 y la desviacién estdndar o.
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b. En lo siguiente se considera la suma S resultando de n repeticiones independientes del
experimento S = X; + X, + . . . + X,. La media se define con X = % . Completan y rotulan el
arbol de probabilidades para n = 3.

)

\
als

/
:
(10 O

:
aln

c. Determinan para n = 2, 4, 6 y 8 repeticiones €l valor esperado u, la varianza o2 y la
desviacion estandar o de las medias muestrales representadas por la variable aleatoria X.
Completan la tabla.

Repeticiones n 2 4 6 8
Valor esperado M

Varianza o?

Desviacion estandar o

d. Elaboran paranmy= 2, 4, 6 y 8 repeticiones los histogramas de la distribuciéon de las medias
muestrales répresentadas por la variable aleatoria X.

n=2 PIXl 4
0,24
0,14
TR T | - | T T NI TN T A >
T 1 T L T | L
-10 -5 5 10 15 F
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n=4 PIx) &
0,24
0,1 -+
I N T | | N S T N T S ]
UL 1 L L L T
-10 -5 5 10 15
n=6 PIX) 4
0.2+
0,1 -
I T I T | Ll I N T N N T Y I |
LI I B N L L L L L e e L L
-10 -5 5 10 15
n=8 Plx) 4
0,24
0,1+
T T | L N T I O I
UL SR A | T L L L L L L L L L L
F10 -5 5 10 15

AE S5

Modelar situaciones de la vida diaria o de ciencias con distribuciones aleatorias como la distribucion

binomial o la~distribucién normal.

1. La,“probabilidad de ser portador del

grupo sanguineo B es de

aproximadamente 10%. Se hizo un Illamado a donar sangre. En un
centro de donacién de sangre se registran los grupos sanguineos de los

donadores.

a. Conjeturan acerca de las condiciones para que la situacién puede
ser modelado mediante un experimento aleatorio.

b. Se registra el grupo sanguineo de los donadores. Mencionan las
condiciones para modelar el registro de los grupos sanguineos con

una distribucion binomial.
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c. ¢Cuantos grupos sanguineos se debe por lo menos registrar para tener con una probabilidad de
por menos 90% un registro de sangre del grupo B? Utilizan una tabla de las probabilidades
binomiales acumuladas.

2. En la neonatologia de una clinica se registré durante el periodo de un afio que el 20% de los recién
nacidos tiene un peso natal de 2 500g. Del registro de los nacimientos se sacaron al azar n=10
protocolos de nacimiento. Se quiere definir una variable aleatoria X que representa la cantidad de
protocolos de la muestra de recién nacidos que tienen menos de 2 500g de peso natal.

a. Conjeturan si la variable aleatoria X es continua o discreta.

b. ¢Con qué distribucién de probabilidad se puede modelar la situacion? Razonan y comunican la
respuesta.

c. Calculan las probabilidades y las redondean a la milésima. Completan la sigliente tabla
utilizando tablas o herramientas tecnoldgicas.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P(X=k)

d. Elaboran un grafico de barras delgadas que representa la distribucién

P}

=+ 0.5

,_.-
-
) =
&
L
o o
e -
[
w0

=

-

e. Determinan el valor esperado/p de una variable aleatoria binomial con n =10 y p=0,2.

¢Con qué probabilidad ocurfe el evento que corresponde a p en la muestra de 10 registros?

g. Se rechaza una teoria si*el evento observado ocurre con una probabilidad menor o igual de
p=0,05. Conjeturan acerea de la confiabilidad de la frecuencia relativa de p=20% basada en la
observacion.

)

3. Se considera quéJa “duracion de vida” de un motor de un auto de una cierta marca se distribuya
mediante unadistribucion normal con un valor esperado p=105 000km y una desviacién estandar
o = 10 000km.

a. Dbeterminan el porcentaje de los motores que tienen una “duraciéon de vida” mayor de 120
Q00km.

B ’¢Cual es el porcentaje de los motores cuya “duracidon de vida” se desvia por mas de 12 000km
del valor esperado?

c. ¢Se puede calcular que un motor tiene una “duracién de vida” de 100 000km? Razonan vy
explican la respuesta.

d. Determinan el intervalo de kilometraje al cual pertenece aproximadamente 95% de la
“duracién de vida” los motores.
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Ejemplo de evaluacién

Aprendizaje Esperado

AE 2 Aplicar distribuciones normales para resolver problemas de la vida diaria.

Indicadores de Evaluacion Sugeridos

relacionadas con intervalos.

los intervalos que desvian del valor esperado p por 1o, 26 y 3c.

e Verifican mediante varios ejemplos, utilizando herramientas técnicas de simulacién o de célculo
que una distribucidon normal se define por el valor esperado p y la desviacion estéandar o.

e Reconocen el significado de la funcion ® estandarizada de distribucién acumulada.

e Utilizan tablas de la funcion @ de distribucidon acumulada para determinar probabilidades

e Determinan para cantidades de una muestra aleatoria de poblacién normal su ubicacién/dentro de

En un lago hay una poblacién de carpas
que se distribuye mediante una distribucion
normal. A base de los resultados de
investigaciones bioldgicas y ambientales se
estima el peso de por medio en 4kg con
una desviacion estandar de 1,25kg.

a. Determinan la probabilidad de pescar una carpa de (un
peso maximo de 2,5kg.

b. Determinan la probabilidad de pescar una carpa de un
peso minimo de 5kg.

c. ¢Cudl es el porcentaje de todas las carpas que tienen o
un peso entre 3kg y 4,5kg?

d. ¢En qué intervalo se encuentra ek80% de todas las
carpas?

e. Conjeturan acerca de la probabilidad de pescar una
carpa de 3,075kg. i

Actividad propuesta Criterios de evaluacion

Se sugiete‘\considerar los siguientes
aspectos:

Interpretan el proceso de pescar
una carpa como experimento
aleatorio y utilizan las tablas de
probabilidad de la funcién @
estandarizada de distribucion
acumulada.

Determinan correctamente y
con un redondeo adecuado los
porcentajes relacionados con los
intervalos.

Determinan correctamente y
con un redondeo adecuado los
limites del intervalo requerido.

Argumentan que la probabilidad
del evento puntual de pescar
una carpa de un peso exacto de
3,075kg es 0. Mencionan
ademas que la variable aleatoria
es continua.
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ANEXOS

Anexo 1: Uso flexible de otros instrumentos curriculares

Existe un conjunto de instrumentos curriculares que los docentes pueden utilizar de manera conjunta
y complementaria con el programa de estudio. Estos se pueden usar de manera flexible para apoyar el
disefio e implementacion de estrategias didacticas y para evaluar los aprendizajes.

Mapas de Progreso’. Ofrecen un marco global para conocer cémo progresan los
aprendizajes clave a lo largo de la escolaridad

Orientan sobre la

Zgo/g(y)rsesmn tipica Pueden usarse, entre otras posibilidades, como un apoyo para abordar la

aprendizajes diversidad de aprendizajes que se expresa al interior de (on curso, ya que

permiten:

e caracterizar los distintos niveles de aprendizaje en_los ‘que se encuentran los
estudiantes de un curso

e reconocer de qué manera deben continuar progrésando los aprendizajes de los
grupos de estudiantes que se encuentran en estos distintos niveles

Apoyan el trabajo Textos escolares. Desarrollan los Objetivos Fundamentales y los Contenidos
didéactico en el Minimos Obligatorios para apoyar el«rabajo de los alumnos en el aula y fuera de

aula ella, y les entregan explicaciones y. actividades para favorecer su aprendizaje y su
autoevaluacion.

Los docentes también pueden enriquecer la implementacion del curriculum, usando los recursos
entregados por el Mineduc a través de:

e los Centros de Recursos para elAprendizaje (CRA) y los materiales impresos, audiovisuales,
digitales y concretos que entregan

e el Programa Enlaces y lasyherramientas tecnoldgicas que ha puesto a disposicion de los
establecimientos

" En una pagina describen en 7 niveles el crecimiento habitual del aprendizaje de los estudiantes en un dmbito o eje
del sector a lo largo de los 12 afios de escolaridad obligatoria. Cada uno de estos niveles presenta una expectativa
de aprendizaje correspondiente a dos afios de escolaridad. Por ejemplo, el Nivel 1 corresponde al logro que se
espera para la mayoria de los nifios y nifias al término de 2° basico; el Nivel 2 corresponde al término de 4° basico,
y asi sucesivamente. El Nivel 7 describe el aprendizaje de un alumno o alumna que al egresar de la Educacion
Media es “sobresaliente”; es decir, va mas alla de la expectativa para IV medio que describe el Nivel 6 en cada
mapa.
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Anexo 2: Objetivos Fundamentales por semestre y unidad

Objetivo Fundamental

Semestre 1

Semestre 2

Unidades:

Unidad:

1 2

3 4

Modelar situaciones o fendémenos cuyo modelo resultante sea la
funcion potencia, inecuaciones lineales y sistemas de
inecuaciones.

Resolver problemas utilizando inecuaciones lineales o sistemas de
inecuaciones.

Analizar las condiciones para la existencia de la funcién inversa.

Comprender que puntos, rectas y planos pueden ser
representados en el sistema coordenado tridimensional y
determinar la representacion cartesiana y vectorial de la ecuacion
de la recta en el espacio.

Determinar areas y volumenes de cuerpos geométricos generados
por rotacion o traslacion de figuras planas en el espacio:

Evaluar criticamente informacidn estadistica extrafda desde
medios de comunicacion, tales como periddicds, articulos de
revistas o desde Internet.

Relacionar y aplicar los conceptos de funcién de densidad y
distribucion de probabilidad, para“el caso de una variable aleatoria
continua.

Argumentar acerca de la confiabilidad de la estimacion de la
media de una poblaciéncon distribuciéon normal, a partir de datos
muestrales.

Comprender quea distribucidn de medias muestrales de
muestras aleatorias de igual tamafio extraidas de una poblaciéon
tiende a uhaydistribucion normal a medida que el tamano de las
muestras aumenta.

10.

Utilizar modelos probabilisticos para representar y estudiar
dijversas situaciones y fendmenos en condiciones de incerteza.

11.

Formular conjeturas, utilizar heuristicas modificando o
generalizando estrategias conocidas y modelos matematicos en la
resolucion de problemas referidos a situaciones o fenémenos que
puedan ser descritos en forma simbdlica, en condiciones de
incerteza y espaciales, fomentando la actitud reflexiva y critica en
la resolucién de problemas.
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ANEXO 3: Contenidos Minimos Obligatorios por semestre y unidad

Semestre 1 Semestre 2
Contenidos Minimos Obligatorios Unidades: Unidades:
1 2 3 4
ALGEBRA
1. Analisis de la funcidon potencia f (x)=ax"con ay x en los reales y n
entero, en situaciones que representen comparacion de tasas de X
crecimiento aritmético y geométrico y cdlculo de interés
compuesto, mediante el uso de un software grafico.
2. Identificacién de funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas y
determinacion de la funcion inversa cuando proceda. X
3. Representacion de intervalos mediante lenguaje conjuntista y uso
de las operaciones con conjuntos para resolver inecuaciones y X
sistemas de inecuaciones lineales con una incégnita.
4. Resolucidon de problemas que implican el planteamiento de
inecuaciones y de sistemas de inecuaciones lineales con una
incognita; representacion de las soluciones usando intervalos en
los reales; discusion de la existencia y pertinencia de las soluciones X

de acuerdo con el contexto. Representacion de las situaciones
usando un procesador simbodlico y grafico de expresiones
algebraicas y funciones.

GEOMETRIA

5. Deduccién de la distancia entre dos puntos ubicados &n) un sistema
de coordenadas en tres dimensiones y su aplicaeion)al calculo del X
modulo de un vector.

6. Identificacion y descripcion de puntos, rectas-y planos en el
espacio; deduccidn de la ecuacion vectorial de la recta y su relaciéon X
con la ecuacién cartesiana.

7. Formulacion y verificacidon, en casos(particulares, de conjeturas
respecto de los cuerpos geométricos generados a partir de X
traslaciones o rotaciones de figuras planas en el espacio.

8. Resolucién de problemas sabresareas y volimenes de cuerpos
generados por rotacion g'traslacion de figuras planas.
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DATOS Y AZAR

Interpretacién del concepto de variable aleatoria continua y de la
funciéon de densidad de una variable aleatoria con distribucidon
normal.

10.

Estudio y aplicacion de elementos basicos de la distribuciéon normal,
a partir de diversas situaciones en contexto tales como: mediciones
de peso y estatura en adolescentes; puntajes de pruebas
nacionales e internacionales; datos meteoroldgicos de temperatura
o precipitaciones. Relacién entre la distribucién normal y la
distribucién normal estandar.

11.

Realizaciéon de conjeturas sobre el tipo de distribucidn al que
tienden las medias muestrales; verificacion mediante experimentos
donde se extraen muestras aleatorias de igual tamafio de una
poblacién, mediante el uso de herramientas tecnoldgicas.

12.

Estimacién de intervalos de confianza, para la media de una
poblacién con distribucién normal y varianza conocida, a partir de
una muestra y un nivel de confianza dado.

13.

Analisis critico de las inferencias realizadas a partir de encuestas,
estudios estadisticos o experimentos, usando criterios de
representatividad de la muestra.

14.

Descripcion de los resultados de repeticiones de u experimento
aleatorio, aplicando las distribuciones de probabilidad normal y
binomial mediante el uso de herramientas tecnoldgicas.

15.

Aproximacion de la probabilidad binomial por la probabilidad de |a
normal, aplicacidn al célculo de experimentos binomiales.
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Anexo 4: Relacion entre Aprendizajes Esperados, Objetivos Fundamentales (OF)

Contenidos Minimos Obligatorios (CMO)

Semestre 1:

Aprendizajes Esperados

OF

CMO

Unidad 1: Algebra

AE 1
Modelar situaciones o fendmenos de las ciencias naturales
mediante la funcién potencia f(x) = a - x* con [z]|<3

AE 2
Resolver problemas utilizando inecuaciones lineales o sistemas de
inecuaciones lineales.

3,4

AE 3
Determinar la funcién inversa de una funcién dada.

Aprendizajes Esperados

OF

CMO

Unidad 2: Geometria

AE 1
Representar e identificar puntos en un sistema tridimensignal de
coordenadas.

AE 2
Representar rectas y planos en el espacio mediante‘ecuaciones
vectoriales y cartesianas.

AE 3
Determinar area y volimenes de cuerpos geométricos generados
por traslacion de figuras planas en el.espacio.

7,8

AE 4
Determinar area y volimenes de_€uerpos geométricos generados
por rotacidn de figuras planas,en-el espacio.

7,8
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Semestre 2:

Aprendizajes Esperados OF CMO
Unidad 3: Datos y azar I
AE 1
Evaluar criticamente informacion estadistica extraida desde medios 6 13
de comunicacion, tales como periddicos, articulos de revistas o
desde Internet.
AE 2 2 9
Interpretar el concepto de una variable aleatoria continua.
AE 3:
Aplicar los conceptos de funcién de densidad y distribucion de 7 10
probabilidad, en el caso de una variable aleatoria continua.
Aprendizajes Esperados OF CMO
Unidad 4: Datos y azar II
AE 1
Aproximar a partir de histogramas de distribuciones binomiales el 8 15
grafico de la “"Campana de Gauss”.
AE 2
Aplicar distribuciones normales para resolver problemas de ‘l@ vida s 14
diaria.
AE 3
Estimar la media poblacional de una distribucidh,normal sobre la 9 14
base de niveles de confianza dados.
AE 4
Verificar mediante ejemplos concretos que la media X de muestras

. o , - _ 10,11 11
aleatorias del tamafio n, extraidas d€ una poblacion, se distribuye
aproximadamente normal, si se atimenta el tamafio de la muestra.
AE5
Modelar situaciones de la,vida diaria o de ciencias con 10, 11 12

distribuciones aleatorias.domo la distribuciéon binomial o la
distribucion normal.
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