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La Simetria. José Antonio Mora

1. Requisitos técnicos.

La Simetria es una pagina Web que puede ser ejecutada sin dificultad
desde cualquier ordenador provisto de navegador.

Para acceder al contenido completo de estos materiales basta con acce-
der al fichero D:\Sim\index.htm

Se ha disefiado para una resolucion de 1024 x 768 o superior, aungque
se vera correctamente desde 800x600. Si algun applet no cabe en pantalla, se
puede pasar a pantalla completa (F11).

Las paginas de Simetria se componen de unos ciento cincuenta applets
interactivos para los que puede ser necesario actualizar la maquina virtual de
java en el ordenador. La descarga es gratuita en la direccion:
http://www.java.com/es/download/ .

Todos los applets se pueden abrir en el ordenador en el que se trabaja si
se dispone del programa GeoGebra para modificar los archivos y guardarlos.
Este software es libre y gratuito. Se puede descargar en la pagina:
http://www.geogebra.org.

Las guias y los formularios para la evaluacion se encuentran en la carpe-
ta D:\Sim\Textos\

Guia Didéctica. 1
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2. Consideraciones iniciales.

2.1. Interactividad de las construcciones.

En la geometria del movimiento necesitamos hacer accesibles no sélo
las imagenes representadas, sino también las ideas y los conceptos involucra-
dos. Queremos que nuestros alumnos realicen abstracciones de las ideas que
les presentamos, para que lleguen a manejar con soltura conceptos, que a ve-
ces no son faciles y requieren de suficiente experiencia previa.

Se ha intentado aprovechar las ventajas que ofrecen los programas de
Geometria Dindmica, tanto en la presentacion de los conceptos en movimiento,
como en la posibilidad de interactuar sobre las construcciones, mediante la
modificacion de algunos parametros, con el fin de crear secuencias animadas.

Todos los applets van colocados sobre una linea de puntos de color ver-
de —para facilitar su reconocimiento-, disponen de elementos interactivos, que
normalmente son deslizadores que hacen aparecer una secuencia de image-
nes, y también interruptores —también llamadas casillas de control-, que pre-
sentan o hacen desaparecer ciertas zonas de la construccion cuando el usuario
lo solicite. Los applets se complementan con:

Sugerencias para la manipulacion de los elementos,
Aclaraciones de las ideas,

Explicaciones de algunos conceptos implicados,

Preguntas sobre la construccion que estamos manipulando,
Propuestas de trabajo para la clase.

2.2. Herramientas de presentacion.

La mayoria de las paginas contienen una o varias figuras interactivas
construidas con el programa informatico GeoGebra, especialmente indicado
para la enseflanza y aprendizaje de la Geometria y las Matematicas. Dispone
de una amplia coleccion de recursos para la realizacion de movimentos en el
plano muy sencillos de utilizar, ademas de disponer de otras herramientas que
favorecen una presentacion atractiva de los materiales para los estudiantes:

e Variedad de colores y trazos,

e La ocultacién de elementos auxiliares para resaltar el motivo principal
gue queremos mostrar y también para no complicar excesivamente la
construccion.

e La facilidad para realizar animaciones, en las que se ha elegido el
momento en que aparece cada uno de los elementos de la composi-
cion mediante deslizadores que, unas veces, son accionados ma-
nualmente por el usuario y, en otros casos, seran automaticos, para
gue muestren el movimiento de la composicion sin necesidad de in-
tervencion externa.
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e La posibilidad de disefiar actividades de aprendizaje y de evaluacion
de los objetivos dirigidas a los alumnos.

e Los mismos alumnos y el profesor pueden revisar las construcciones
incluidas en la Web.

2.3. El programa GeoGebra. Instalacion y uso.

Si se dispone del programa GeoGebra instalado en el ordenador, sera
posible abrir el archivo, a partir del cual se ha generado el applet, con el fin de
que el usuario pueda disponer de la construccion completa: comprobar su fun-
cionamiento, revisar como se ha realizado hacer modificaciones que crea
oportunas para mejorar los resultados tanto estéticos como en la presentacién
de los conceptos. Hay completa libertad para usar estos archivos con fines
educativos; el Unico requisito es citar la procedencia.

Como se ha comentado en el apartado anterior, GeoGebra es un softwa-
re libre que se puede descargar de la pagina http://www.geogebra.org , en ella
se ofrecen dos alternativas: la versidn que se instala completa en el ordenador
y la que requiere estar conectado a Internet. Dependiendo del uso que se vaya
a hacer de él, convendra una u otra.

2.4. Animaciones e interactividad.

En algunos casos se presenta una secuencia animada que muestra ini-
cialmente las ideas que se quieren resaltar, es lo que ocurre en el analisis de
mosaicos. Si dejamos actuar de forma automatica al deslizador, nos expondra
una secuencia de imagenes que parte de una figura poligonal, se convierte en
una imagen figurativa de Escher o abstracta en el arte islamico, y después de
esa baldosa van surgiendo otras que componen diversas partes del mosaico.
El recorrido es de ida y vuelta, de forma que cuando esta construido, los movi-
mientos se van deshaciendo poco a poco hasta volver a la figura poligonal ini-
cial.

A veces es conveniente detener la presentacion automatica para llevar el
deslizador manualmente hasta la posicidbn que nos interesa y asi revisar lo que
ocurre en ese momento y extraer conclusiones de lo que observamos.

Esta interaccion con el ordenador no sustituye la construccion de figuras
en papel y mucho menos la manipulacién con objetos fisicos: espejos, libro de
espejos, mira, las fotografias realizadas por los propios alumnos o las baldosas
realizadas en material manipulable.
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2.5. Navegacion.

La pagina inicial contiene los enlaces a los cinco bloques de contenidos
gue se proponen. Esta primera barra presenta los enlaces de primer nivel:

r}f - |
&‘f r" &m‘*

1. Presentacion 2. Simetrias 3. Celosias 4. Mosaicos 5. Complementos

LY

A partir de aqui, las paginas estan estructuradas en varios niveles de
profundidad. Todas las paginas de los dos primeros niveles contienen en la
parte superior la barra siguiente con los cinco enlaces que se han sefialado:

| 1. Presentacicon | 2. Simetrias | 3. Celosias | 4. Mosaicos |5. Complementos

El color amarillo indica la seccion en la que nos encontramos. Llegare-
mMos a encontrar hasta cuatro niveles de profundidad en el esquema.

Cuando descendamos hacia los niveles 3 y 4 esta barra desaparece,
pero en la parte inferior disponemos de tres enlaces, el central (Volver al indi-
ce) es el que sube un nivel en la estructura.

FPaging anteriar Yalver al indice Padgina siguiente

& T >

En la seccion 5.7 Se dispone de un mapa de la Web con toda la estructura
y con enlaces a cualquiera de las paginas.

2. Los Movimientos en el Plano

21, Traslacion.

217 Simetria por traslacion.

2 1.2 Ellago de los ciahes.

213 Trasladamos rejas.

Los contenidos se han organizado secuencialmente por orden de dificultad,
por lo que es posible realizar una vision de los materiales que los recorra de uno
en uno, de forma meramente secuencial.

Otra alternativa consiste en seleccionar las partes mas interesantes, tenien-

do en cuenta el curso y los alumnos que tenemos, y disefiar para ellos una se-
cuencia de trabajo que se ajuste a los contenidos disefiados para ese curso y que
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atienda al nivel de nuestro alumnado.
2.6. Los textos.

Los textos incluidos en las paginas unas veces son expositivos, otros pro-
porcionan aclaraciones sobre el uso de las paginas y en otros casos plantean
cuestiones y propuestas de trabajo. Para distinguirlos con facilidad, se ha utilizado
un codigo de colores que se ha mantenido a lo largo de las paginas:

e Si el texto es de color negro, el parrafo suministra informacion.

e Cuando sea de color rojo, se dedica a proporcionar aclaraciones sobre la
manipulacién de los applets y las distintas alternativas que tenemos para
sacar mas partido de ellos.

e En color verde los parrafos plantean preguntas y problemas acerca de
las ideas que surgen de los applets o proponen trabajos e investigacio-
nes a realizar. En algunos casos se han planteado preguntas en exce-
so, para que sea el profesor el que las seleccione atendiendo al nivel e
interés de los alumnos.
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3. Antecedentes y justificacion.

3.1. Mosaicos.

Los primeros trabajos que realicé sobre mosaicos se remontan a finales
de los 80 y aparecieron publicados en 1991 en un articulo en el nimero 8 de la
revista SUMA, que tendria una ampliacion con la aplicacion de la Geometria
Dinamica al trabajo de clase en otro articulo dieciséis afios después publicado
por La Gaceta de las Matematicas.

El problema se iniciaba con un problema muy sencillo como es la cons-
truccion de un poligono dentro del cuadrado cuya area sea la mitad. Las pro-
puestas de trabajo abarcaban muchas situaciones geométricas, algebraicas y
actividades mas amplias como la generalizacion:

El proceso derivaba en la construccion de baldosas utilizadas por los
gebmetras nazaries en la Alhambra con la ventaja adicional de introducir ele-
mentos moéviles que provocan transformaciones en las figuras:

Los cambios en las baldosas tienen un reflejo inmediato en el mosaico
generado con ellas:

Guia Didéctica. 6
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En 1993, y en colaboracion con Julio Rodrigo realizamos una propuesta
de trabajo con mosaicos publicada en Proyecto Sur: las construcciones se rea-
lizaban con tramas y materiales manipulables. La seccion 3. Celosias de esta
Web tiene su origen en aquella experiencia.

i sl

ACTVIDADES

3.2. Geometria y Arte.

Este trabajo, que se presenta ahora como La Simetria, Celosias y Mo-
saicos, conecta con otros realizados anteriormente y que se presentan en las
Web del autor http://jmora7.com/ y  del equipo G4D
http://www.geometriadinamica.es/ en estas paginas encontraremos varios
ejemplos de utilizaciéon de los programas de Geometria Dinamica, que relacio-
nan la ensefianza de las matematicas con otros campos, como es el caso de
Geometria y Mecanismos que conecta la Geometria Sintética de los poligonos
con su utilizacién en la Tecnologia. También tenemos varios ejemplos de la
utilizacion de la Geometria en la creacion y analisis de manifestaciones artisti-
cas.

e Los arcos en la arquitectura (en colaboracion con G4D) presenta una co-
leccién de diez applets que permiten la construccion en red de diez de
los arcos mas utilizados.

e Geometria dindmica y arte dedicado al andalisis geométrico de la pintura.

e Las Meninas (con la colaboracion de Rafael Losada) realiza un detallado
andlisis geométrico del cuadro de Veldzquez .

e La mitad del cuadrado parte de una investigacion geométrica en el aula
para profundizar en las artes decorativas.

e La construccion del omnipoliedro, en colaboracién con Fernando Juan
conecta la geometria clasica de construccion manual de poliedros con la
geometria mas moderna —la dinamica-, que los representa de forma vir-
tual
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3.3. ¢ Por qué La Simetria?.

Una forma de resumir el planteamiento que ha guiado el trabajo que se
expone en la Web de Simetria consiste en recurrir a la cita de Hermann Weyl,
gue se expone en la pagina inicial:

La simetria es una idea, por medio de la cual, el hombre de todas las
épocas ha tratado de comprender y crear la belleza, el orden y la perfec-
cion.

La simetria se relaciona con la sensacion de belleza que nos produce
como un producto cultural en el que intervienen varios factores:

La regularidad o simetria de las baldosas.

Los elementos de simetria de la composicion completa.

Las conexiones del disefio de una baldosa con las adyacentes, es
decir, la continuidad de las lineas lo que permite el disefio de formas
complejas mas grandes.

Ademas de los motivos estéticos hay otros de indole tecnoldgica y
econdmica para la construccion de mosaicos, como es la creacion de un molde
(baldosa para el suelo, azulejo ceramico para las paredes, motivo en los pape-
les pintados, patron textil, estribillo de una cancion, etc.) de forma que sélo ten-
gamos que construir una pequefia parte y podamos componer el disefio com-
pleto mediante repeticion.

Pero no solo a las personas les preocupa la construccion de mosaicos.
Un problema clasico de la geometria en la naturaleza —anterior a la misma
geometria como actividad humana-, consiste en rellenar el plano con baldosas
de forma que no queden huecos entre ellas ni se produzcan solapamientos.
Para conseguirlo necesitaremos dos cosas:

Una o varias baldosas que se repiten: las abejas “prefieren” —aunque
hay razones fisicas y geométricas que explican tal preferencia-, el
hexagono regular para sus celdas y las tortugas también optan por el
hexagono, aunque no tan regular, para sus caparazones, mientras
los humanos se inclinan por el cuadrado y el rectangulo para sus pa-
vimentos y los disefos de sus estancias.

Una determinada forma de repetirla, es decir, uno o varios movimien-
tos que permitan pasar de una baldosa a otra. De esa forma sodlo te-
nemos que encontrar suficientes baldosas como la inicial y seguir el
plan trazado para colocar las siguientes.

Guia Didéctica. 8
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4. La simetria en el curriculo de matematicas.

4.1. Los objetivos de la ensefianza de las matematicas.

Estos materiales pretenden contribuir a la consecucion de los objetivos
planteados para la etapa de Secundaria Obligatoria: la mejora de la capacidad
de razonamiento y de las habilidades de resolucion de problemas. Para conse-
guirlo se empieza por identificar los elementos geométricos de la realidad, y el
mayor esfuerzo se va a dedicar a cuantificar la belleza mediante la simetria.

Hay dos de los objetivos que van a ocupar el lugar central del aprendiza-
je de los estudiantes

5. Identificar las formas y relaciones espaciales que se presentan en la vida co-
tidiana, analizar las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser
sensible a la belleza que generan, al tiempo que estimulan la creatividad y la
imaginacion.

6. Utilizar de forma adecuada los distintos medios tecnholdgicos, tanto para rea-
lizar célculos, como para buscar, tratar y representar informaciones de indole
diversa, y también como ayuda en el aprendizaje.

Y todo ello teniendo siempre en cuenta que la finalidad es conseguir una
actitud positiva hacia las mateméticas, alcanzar la integraciéon de los conoci-
mientos matematicos en redes mas amplias y lograr que los alumnos valoren
las matematicas como parte integrante de nuestra cultura.

4.2. La Geometriay la Simetria en las competencias basicas.

El planteamiento didactico de la Web La Simetria atiende a uno de los
criterios expuestos en la seccién dedicada a las competencias en el curriculo
de Matematicas de la LOE, en cuanto a los criterios de funcionalidad y posibili-
dad de aplicar los contenidos matematicos:

Conviene sefialar que no todas las formas de ensefiar matematicas contribuyen
por igual a la adquisicion de la competencia matematica: el énfasis en la fun-
cionalidad de los aprendizajes, su utilidad para comprender el mundo que nos
rodea o la misma seleccidn de estrategias para la resolucion de un problema,
determinan la posibilidad real de aplicar las matematicas a diferentes campos
de conocimiento o a distintas situaciones de la vida cotidiana.

En la seccion inicial del curriculo de la LOE dedicada a la contribuciéon de
las Matematicas a la adquisicion de las competencias basicas se expone:

Las matematicas contribuyen a profundizar en el conocimiento e interaccion
con el mundo fisico mediante la discriminacién de formas, relaciones y estruc-
turas geométricas, especialmente con el desarrollo de la vision espacial y la
capacidad para transferir formas y representaciones entre el plano y el espacio.

Guia Didéctica. 9



La Simetria. José Antonio Mora

Las matematicas también contribuyen a la competencia en expresion
cultural y artistica:

El mismo conocimiento matematico es expresiéon universal de la cultura, sien-
do, en particular, la geometria parte integral de la expresion artistica de la
humanidad al ofrecer medios para describir y comprender el mundo que nos
rodea y apreciar la belleza de las estructuras que ha creado. Cultivar la sensibi-
lidad y la creatividad, el pensamiento divergente, la autonomia y el apasiona-
miento estético son objetivos de esta materia.

4.3. Los contenidos matematicos.

Se presta gran atencion a los contenidos geométricos incluidos a lo largo
de la Educacion Secundaria. A continuacion, veremos como inciden en los con-
tenidos de cada curso:

1° de ESO.

Se atiende tanto a la descripcion de los elementos geométricos como a
su utilizacién de forma razonada.

e Clasificacion de triangulos y cuadrilateros a partir de diferentes
criterios. Estudio de algunas propiedades y relaciones en estos
poligonos. .

e Medida y calculo de angulos en figuras planas.

e Simetria de figuras planas. Apreciacion de la simetria en la natu-
raleza y en las construcciones.

e Empleo de herramientas informaticas para construir, simular e in-
vestigar relaciones entre elementos geométricos.

2° de ESO.

La geometria de este curso se dedica mucho mas al espacio, pero hay
algunas transformaciones que tienen relacion con los movimientos y las trans-
formaciones.

e Figuras con la misma forma y distinto tamafio. La semejanza.
Proporcionalidad de segmentos. Identificacion de relaciones de
semejanza.

e Utilizacion de procedimientos tales como la composicion, des-
composicién, intersecciéon, truncamiento, dualidad, movimiento,
deformacion o desarrollo de poliedros para analizarlos u obtener
otros.

3°de ESO.

Los contenidos geométricos de tercero dedican una especial atencion a
la los movimientos y a sus manifestaciones en la vida
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e Determinacion de figuras a partir de ciertas propiedades. Lugar
geomeétrico.

e Traslaciones, simetrias y giros en el plano. Elementos invariantes
de cada movimiento.

e Uso de los movimientos para el andlisis y representacion de figu-
ras y configuraciones geométricas.

e Reconocimiento de los movimientos en la naturaleza, en el arte y
en otras construcciones humanas.

e Curiosidad e interés por investigar sobre formas, configuraciones
y relaciones geométricas.

4° de ESO.

En la geometria de 4° la conexion con los movimientos puede venir de
las estrategias de resolucién de problemas.

e Utilizacion de conocimientos geométricos en la resolucion de
problemas del mundo fisico.

En algunas comunidades autbnomas los alumnos realizan un Trabajo
Monogréafico de Investigacion relacionado con alguna de las areas del curri-
culo al acabar la Educacion Secundaria. Un estudio sobre la presencia de la
simetria en la naturaleza o su utilizacion en la sociedad, la construccion de ce-
losias o el andlisis y el disefio de mosaicos, suele resultar muy motivador para
ellos. En esa investigacion los alumnos:

e Buscan informacion acerca de la simetria y su utilizacion en la na-
turaleza y los diversos campos de la actividad humana.

e Producen disefios de diverso tipo de complejidad.

e Redactan sus conclusiones y las presentan en publico.

Bachillerato y universidad.

Se inician algunas actividades de experimentacion que tienen que ver
con contenidos mas propios de Bachillerato como es la Geometria Analitica
(Ver seccién 2.5.2. Los movimientos en la Geometria de Coordenadas) o con
otros que no se ven hasta los estudios universitarios como la Teoria de Grupos
(ver seccion 3.6. El grupo de simetria del Cuadrado y 4.3 El nombre del grupo
cristalografico).

El estudio de mosaicos puede ser uno de los temas centrales de la asig-
natura “Matematicas de La Forma” del Bachillerato Artistico.

Contenidos comunes atoda la etapa.

El curriculo de la LOE incluye ademas una coleccién de contenidos comunes a
todos los bloques, que en muchos casos quedan ocultos detras de la coleccion de
ejercicios que vienen detras de cada tema del libro. En la Web de La Simetria siempre
estan presentes los siguientes contenidos, tan matematicos como las fracciones o el
teorema de Thales:
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¢ La planificacion y la utilizacion de estrategias en la resolucién de problemas,

e La descripcion verbal de relaciones cuantitativas y espaciales, y procedimien-
tos de resolucién utilizando la terminologia precisa.

e Confianza en las propias capacidades para afrontar problemas, comprender las
relaciones matematicas y tomar decisiones a partir de ellas.

e Perseverancia y flexibilidad en la busqueda de respuestas a los problemas y en
la mejora de las soluciones encontradas.

e Utilizaciébn de herramientas tecnolégicas para facilitar los célculos, las repre-
sentaciones funcionales y la comprensién de propiedades geométricas.

Ademas, en estos materiales se proporcionan oportunidades para que
los alumnos realicen todo tipo de actividades que estan relacionadas con la
esencia de las matematicas:

Construir,

Clasificar,

Dibujar,

Modelizar

Localizar

Razonar

Formular

Comprobar y justificar conjeturas,
Demostrar.

Contenidos para después de la Universidad.

La simetria ha sido una de las ideas mas fructiferas de la ciencia de los
siglos XIX y XX. A partir de razonamientos sobre la simetria se han encontrado
soluciones a problemas planteados mucho tiempo atras. En matematicas la
(no) solucién de la ecuacion de quinto grado llevé a Galois y a Abel a la teoria
de grupos. En cristalografia resolvi6 muchos problemas de los geologos. En
biologia se aplicé para el estudio y catalogacion de los seres vivos. La teoria de
cuerdas en fisica. El estructuralismo en linglistica, las estructuras del paren-
tesco en antropologia. Ademas, la simetria esta presente en la mayoria de las
manifestaciones artisticas, en la estructura de muchas obras desde la pintura a
la arquitectura o la musica, pasando por las artes decorativas.

Todos estos ejemplos tienen como denominador comun la basqueda de
la simetria en la ciencia de tal forma que, como sefala Livio (2007), se ha con-
vertido en el concepto central en los intentos para organizar y explicar el uni-
verso.

Hasta no hace mucho la geometria escolar se quedaba en una relacion
de formulas para el calculo de areas y volumenes, unos pocos resultados que
habia que aplicar y una coleccion de nombres que aprender. Todo ello hacia
referencia a una pequefia parte de las matematicas, las referentes a los
hechos. En el aprendizaje de las matematicas, cada vez se da mas importancia
a las relaciones y la geometria del movimiento se dedica precisamente a ello.
Si la escuela debe preparar a los profesionales del futuro, debemos tener en
cuenta que los estudiantes actuales seran los cientificos cuando el siglo XXI
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esté avanzado, y la ensefianza que disefiemos para ellos ha de prepararles
para los retos que se van a encontrar.

4.4. Objetivos de la Web.

El objetivo principal que se ha planteado para estos materiales es el de
facilitar la visualizacion de los conceptos asociados a la comprension de los
movimientos en el plano y ponerlos en conexion con los hechos relevantes de
la vida diaria en los que se manifiestan. Otros objetivos generales de estos ma-
teriales didacticos son:

e Fomentar la curiosidad y la experimentacion de los alumnos para que
sean ellos mismos los constructores de su conocimiento.

e Potenciar los procesos inductivos y el razonamiento argumentado como
parte esencial de la actividad matematica.

e Impulsar el gusto por unas matematicas bellas, en las que el rigor cienti-
fico vaya acompafiado por una estética atractiva.

La propuesta de trabajo intenta abarcar la mayoria de los contenidos de
secundaria relativos a los Movimientos en el plano y otros conceptos relaciona-
dos, asi como la preparacion de aquellas ideas que mas adelante han de surgir
en estudios posteriores de bachillerato y universidad, y también aquellos que
pueden ser Utiles para desenvolverse como ciudadanos en la sociedad actual.

También se pretende que los alumnos disfruten del aprendizaje de las
matematicas. Ya que disponemos de un tema tan agradable al sentido de la
vista como es la Simetria y que nos hace reflexionar como evocador de la be-
lleza, se ha intentado disefiar el plan de aprendizaje de forma que los estudian-
tes interioricen poco a poco esa sensacion y la transfieran a las mismas ma-
tematicas y a su aprendizaje.

Ademas de la manipulacién de los elementos interactivos de los applets,
siempre se intenta que los alumnos escriban sus conclusiones, redacten sus
ideas, si es posible, antes de que sean debatidas con el resto de la clase. Pue-
de que esto sea lo mas complicado de conseguir. Durante mucho tiempo se ha
pensado en matematicas como una actividad individual, con lo que nos hemos
perdido esa fase de afinacion de las ideas que se produce cuando el estudiante
expresa sus conclusiones y las debe defender ante sus compaferos para re-
afirmarlas o cambiar de opinion.

La busqueda de la precision y el rigor son habilidades importantes en la
actividad matemaética, pero los alumnos no las aprenden de un dia para otro.
Cuando se consiguen es después de un trabajo a largo plazo, al que hay que
contribuir con la mayor cantidad de experiencias que podamos.
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5. La ensefianza con ordenadores

La LOE (2006) incorpora en su texto algunos argumentos para utilizar
los programas de geometria dinamica

La utilizacién de recursos manipulativos que sirvan de catalizador del pensa-
miento del alumno es siempre aconsejable, pero cobra especial importancia en
geometria donde la abstraccion puede ser construida a partir de la reflexion so-
bre las ideas que surgen de la experiencia adquirida por la interaccion con un
objeto fisico. Especial interés presentan los programas de geometria dinamica
al permitir a los estudiantes interactuar sobre las figuras y sus elementos carac-
teristicos, facilitando la posibilidad de analizar propiedades, explorar relaciones,
formular conjeturas y validarlas.

En la construccién del conocimiento, los medios tecnoldgicos son herramientas
esenciales para ensefiar, aprender y en definitiva, para hacer matematicas.
Estos instrumentos permiten concentrase en la toma de decisiones, la reflexion,
el razonamiento y la resolucion de problemas. En este sentido, la calculadora y
las herramientas informaticas son hoy dispositivos cominmente usados en la
vida cotidiana, por tanto el trabajo de esta materia en el aula deberia reflejar tal
realidad.

Las matematicas son un area del conocimiento en la que frecuentemen-
te se manejan conceptos abstractos de cierta complejidad. Esta materia ha sido
una de las primeras en plantearse la necesidad de utilizar recursos de todo tipo
para hacer mas accesibles los conocimientos al alumnado, intentando hacerlos
“visibles” mediante conexiones con otros campos de conocimiento y con la vida
cotidiana: la utilizacién de recursos didacticos variados, fotografias, videos, etc.
tienen gran tradicion en el aprendizaje.

Los ordenadores son una herramienta con grandes posibilidades para
esta visualizacion de conceptos matematicos y en las ultimas dos décadas, con
la aparicion de los programas de Geometria Dinamica (Cabri, Sketchpad, Cin-
derella, Geogebra y otros), han ido transformandose unos programas de dibujo
geométrico para convertirse en auténticos asistentes matematicos que actual-
mente integran de forma natural geometria de coordenadas, hoja de célculo.

Las nuevas versiones del software de Geometria Dinamica son cada
vez mas faciles de utilizar. Para la Web de Simetria se ha utilizado de forma
exclusiva el programa GeoGebra, que es de libre distribucién, lo que supone
una gran ventaja para el alumnado que puede disponer de él tanto en el institu-
to, como en sus casas. Esta facilidad de uso ha ido paralela a una mayor inte-
gracién del software con los navegadores con las herramientas para la creacién
de applets dindmicos que permiten mostrar los conceptos en movimiento.
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6. Metodologia.

Utilizacion de los materiales en la clase de matematicas.

6.1. Las actividades

Se ha elegido una combinacion de varios tipos de actividades que se com-
plementan unas a otras para conseguir que la clase sea tan dindmica como la
geometria que se utiliza para aprender.

Los problemas y actividades cortas, cuestiones muy concretas que hay
gue responder aplicando la informacidén que se posee y los conceptos y
técnicas adquiridas con anterioridad. Tenemos un ejemplo cuando se
pregunta por la cantidad de ejes de simetria o el orden de los centros de
rotacién de los azulejos del Museo de Onda (ver secciones 2.2.4 y
2.3.3)

Preguntas que tienen que ver con los procesos mas generales de la ac-
tividad matematica; es el caso de la clasificacion de los cuadrilateros
atendiendo a la cantidad de elementos de simetria (Ver seccién 2.2.5)
Cuestiones mas generales para indagar en ideas, técnicas y hechos de
la vida cotidiana como la coleccion de preguntas sobre la simetria para
investigar (Ver seccion 2.5.5).

Investigaciones matematicas a largo plazo. Este tipo de trabajos tiene
una caracteristica comuan: la pregunta que se hace no esta completa-
mente determinada en el enunciado y los mismos estudiantes pueden
tomar decisiones sobre el camino a seguir y la forma de hacerlo La sec-
cion 3.3, dedicada a la construccion de celosias puede tomar caminos
distintos al planteado sin mas que transformar el cuadrado por un trian-
gulo equilatero o un hexagono regular, cambiar uno de los cuatro movi-
mientos seleccionados por otro distinto, o simplemente cambiar el foco
de la investigacion desde la forma dibujada en el cuadrado a los huecos
gue dejan las baldosas.

Investigaciones exhaustivas, en las que hay que analizar todas las po-
sibilidades que se pueden dar en una determinada situacién. Tenemos
dos claros ejemplos en el estudio de posibilidades para los azulejos de
la seccion 3.5 (baldosas con diferentes elementos de simetria y distintos
movimientos para su colocacion). También el estudio de los diecisiete
grupos cristalograficos realizado en 4.4 planos a partir de estas técnicas
en la seccion.

Actividades disefiadas para la evaluacion de los conocimientos adquiri-
dos con esta secuencia de trabajo. Se han disefiado dos, una para la
simetria axial 5.3 y otra para la simetria rotacional 5.4.

6.2. Tratamiento de la diversidad del alumnado.

El estudio de los mosaicos que se propone, no requiere una gran instruc-
cion matematica previa, por lo que puede interesar a alumnos que en otro caso
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tendrian mas dificultades para seguir el ritmo de la clase. Ademas, se pueden
disefiar distintos niveles de profundizacién en el trabajo, de forma que todos
puedan realizar aprendizajes a su nivel. Uno de los objetivos metodologicos de
La Simetria es conseguir la diferenciacion en nuestras clases de matematicas.
Las dos investigaciones propuestas seran muy Utiles para el tratamiento de la
diversidad en clase.

Para los alumnos que tengan mas dificultades sera muy interesante el tra-
bajo con Celosias, porque les permite partir de muy pocos conocimientos ma-
tematicos, para llegar hasta un nivel tan alto como deseen ya que la seccion
acaba con los grupos de Leonardo.

Para los alumnos de mas capacidad o interés puede suponer un reto la
comprension de los grupos cristalogréaficos, adquirir destreza en la clasificacion,
aprender a analizarlos con GeoGebra y atreverse a disefarlos ellos mismos
con las técnicas descritas en 4.4 para los Mosaicos dinamicos

6.3. La organizacion de la clase.

La situacion ideal para el trabajo en clase seria que individualmente o en
pequefio grupo —delante del ordenador dos son mejor que tres-, los alumnos
siguen los materiales con un plan trazado por el profesor.

En estos momentos no se puede proponer una situacion asi como algo
generalizable, aunque es posible que dentro de unos afios sea cotidiano. Se
plantean dos tipos de organizacién de la clase:

e Los materiales los utiliza el profesor: presenta los contenidos matemati-
cos con la ayuda de un ordenador portatil y un cafion de proyeccion -si
es con pizarra digital, mucho mejor-. En este caso, el profesor puede
lanzar a la clase las preguntas y las actividades propuestas, para provo-
car el debate entre los alumnos que les acerque a las soluciones. La
manipulacion posterior la pueden hacer los propios alumnos o el profe-
sor a partir de las indicaciones que le dan los alumnos.

e El trabajo lo realiza directamente al alumnado, que interactia con los
applets en sus ordenadores en un aula de Informéatica, tanto si tienen
acceso a Internet, como si el profesor ha insertado en los ordenadores la
Web completa de La Simetria. En este caso los alumnos realizan indivi-
dualmente o en pequefios grupos el trabajo, anotan sus soluciones,
después las discuten con toda la clase y se extraen conclusiones. Mas
adelante los alumnos mas avanzados pueden abrir los archivos de
GeoGebra e intentar comprender cdmo han sido construidos e incluso
modificarlos para introducir mejoras.

En ambos casos es el profesor el que disefia la secuencia de ensefianza
gue se puede apoyar en parte en la secuencia planteada para estas paginas.

Aln cabe una tercera posibilidad: una persona interesada en estos te-
mas accede a estas paginas desde cualquier lugar con acceso a Internet —o ha
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descargado previamente los materiales-. En este caso, la secuencia de pregun-
tas que se realiza en cada pagina puede ser (til para dirigir su atencién hacia
los aspectos mas interesantes.

El trabajo de clase puede derivar en la construccion fisica de algunos
modelos, con la ayuda de otras areas como la de tecnologia o plastica para
disefiar los mosaicos ideados en matematicas. Durante la época de elabora-
cibn de estos materiales, me llevé una grata sorpresa al llamar al Museo del
Taulell de Onda solicitando autorizacion para mostrar las imagenes utilizadas
en 3.5, extraidas de la Coleccién de Azulejos del Siglo XIX (Ver Estall i Poles,
2000). La direccion del museo, ademas de enviar la autorizacion para el uso de
las imagenes con fines didacticos, brindd la posibilidad de realizar fisicamente
en su taller las baldosas disefiadas por los alumnos en clase. En su Web po-
demos encontrar una resefia de la realizacion por los alumnos del IES Serra
d’Espada de Onda.

http://www.museoazulejo.org/es/ficha_actividad.php?id=55
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7. Estructuray organizacion del trabajo.

7.1. Presentacion.

Se inicia con una serie de cuatro paginas de presentacion en las que se
marcan los objetivos tanto en lo referido a los contenidos conceptuales como
en la forma de trabajar.

1.4, Presentacidn. Los Movimientos

1.2 Presentacion [nvestigacionss

1.3 FPresentacidn. Mosaicos.

7.2. Movimientos.

En esta seccion se utilizan varias secuencias de actividades cortas que
mantienen la misma estructura basica para cada uno de los movimientos.

2.1, Traslacion,

2.2, Simetria axial

2.3 Rotacidn v simetria central

2.4, Simetria con desiizamiento.

1 1 ,'-5 |25 tnvestigaciones: Anlisis ¥ composicidn de movimientos.
fdei ]

e Comienza por actividades manipulativas, en las que el alumno pue-
de experimentar las ideas que se le proponen. Para cada movimien-
to se ha elegido como actividad inicial una fotografia de Pilar More-
no, en la que muestra un elemento cotidiano que posee ese tipo de
simetria (traslacional, axial, rotacional o de simetria con deslizamien-
to).

e Una coleccion de actividades que muestran varios temas, en los que
podemos observar y utilizar la simetria

e Una tercera secuencia de actividades de aplicacion de la simetria,
gue termina con la utilizacion de ese movimiento para analizar algu-
Nos mosaicos como preparacion para la seccion 4 dedicada a un
analisis méas profundo de los mosaicos.
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2.1.1. Simeiria por trasiacién. 2.2.1.La simetria axial.

242 Ellago de los cisnes 2.2.2. Simetris bilsiersl.

2.9.3. Trasladamos rejas. 2.2.3.Las Jelras del sbecedano

21 4 Simetria traslactonai en un mosaico,

1 || 245 Prictica con mosalco.
o)

2.2 4 Baldosas de cerdmica.

225 Simetrizs en ins cusdrildterns

2.2.6. La simetria de i3 manposs,

2.27. G on de simettias

2.31. La simetria rotacional
2.2.8. Simetiias en ios mosaicos.

2.32 las letras del abecedario,

229 Mosaicos (1

2.33 Elmuseo del azulejo de Onda
2210 Mosaicos (2)

234 I3 simetiia central

238 lapuera 241 g simetria con deskizamiento

2.3.6 Mosaicos (1 2.4 2 Huellas ai camingt.

AT
237 Mossicos (7] wd‘ 2.4.3 Mosaicos (1)

2.3.8. Mossicos (3] “ 2.4 4 Mosaicos (2

Se ha afiadido una seccion que intenta relacionar las ideas que surgen
de los apartados anteriores. Se intenta llegar mas lejos aplicandolas dentro de
las mismas matematicas:

2.5.1. Anélisis y composicion de maowrientos.

2.5.2 Los movimientos en fs geometria de coordensdas

2.6.3. Las cuatro isometiias en un rmosaico.

2.0.4. Fractica con mosaico.

2.6.5. Peguntas sobre la simettia para investigar,

e La composicion de los movimientos

2.5.1.1. Traslacion.

2.5.1.2. Los movirmientos en la geometiia de coordenadas.

2.51.3 Swnetiia axial

2.5.1.4. Composicion da dos simetiias axiales.

2.5.1.5_Rotacion

2.5.1.6. Composicion de dos rataciones.

2.51.7. Swnetria con deslizamiento.
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e La relacidon de los movimientos con la geometria de coordenadas.

2.5.2.1. Traslaciones.

2.5.2 2 Hotaciones.

2.5.2 3 Simetrias axlales.

e La aplicacion de las cuatro isometrias al analisis completo de un mo-
saico.

Se acaba con una coleccién de preguntas en las que se lanzan cuestio-
nes, para que aquellos alumnos mas interesados puedan investigar y profundi-
zar en los temas que mas les hayan llamado la atencién.

At e . o B .
A 1 2.5.4. Analisis v composicion de movirmientos.
o ]
:

2.5.2 Los movirdentos en la geometria de coordenadas.

2.5.3 las cuatro Isometrias en Uh mosaico.

2.5.4 Practica con mosaico.

2.5.5 Peguntas sobre la simetria para investigar.

7.3. Celosias.

Se inicia con un problema sencillo: la construccion de celosias, mosaicos
formados por la repeticion de una baldosa cuadrada que contiene un motivo en
su interior. Normalmente este disefio contiene algun elemento de simetria.

3.1, La construccion de celosias.

3.2 I3 baidosa.

3.3 Los movimientos

34 Azulejos v simetiia

3.8 Investiga: Simetrs de la baldosa y metodo de colocacion.

36 Fil grupo de simetria del cuadrado (Grupo de Leonardo)

De todas las formas posibles de colocacion se han seleccionado cuatro,
basicamente consisten en superponer una baldosa sobre otra ya colocada y
moverla después: trasladarla, girarla (90° alrededor de un vértice o 180° alre-
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dedor del punto medio de un lado) o bien “dar la vuelta a la baldosa” que se
corresponderia con colocar la simetria axial respecto de un lado del cuadrado.

El planteamiento de la investigacion propuesta incluye las composicio-
nes que se producen y veremos que, bajo ciertas condiciones, distintos movi-
mientos para una baldosa dan como resultado la misma celosia.

‘ 261, Baldoss sin siretris.
3.3.1. Traalacion de una baldoss con vectores sobre los

lados del cuadrado

?ﬂt&_ 252 Simetrla central {rotacionsl de orden 2,

3.3.2 Simeliia sxial respecto de los lados del cuadrado, /

3.3.3 Simelria central respecto de los puntos medios de ios
lachos ded cuadrado

3.3 4 Rotacidnttrasiacidn

<= 263 Simetds rotacional de orden 4

264 Un gje de simetria que wne Jos puntos medios de los
Jzdos opuestos.

265 Uneje de simetia que une VERICES OpUestos

2.5.6. Dos gjes de simetrla que une joa puntas medios de

Jados opuestos (i simelria rotacional de orden 2

267 Dos ejes de simetia que une fos vértices opuestos (i
simetria rotacional de orden 21,

3.5.8.Loa cuatro gjes de simetria del cuadrado (i simethla

rotactonal de orden 4

L

7.4. Mosaicos.

El trabajo se completa con un estudio mas profundo de ciertos mosaicos,
utilizando para ello disefios de M.C. Escher, algunos islamicos y uno semirre-
gular.

%; 4.1. Guia de trabajo para estudiar mosaicos.

4.2 Dos formas de estudiar los mosaicos,

4.3, El nombre del grypa cristalografico.

4.4 Analisis dinamico de mosalcos ¥ Mosaicos dinamicos.
Los 17 grupos crstalograficos (34)

4.5 Mosaicos para practicar.

Para cada uno de los 17 grupos cristalograficos se han seguido dos
lineas de trabajo distintas y complementarias:

e Anadlisis de un mosaico de ese tipo ya creado (por Escher o algun
gedmetra nazari). A partir del conjunto de simetrias del mosaico (los
movimientos que lo dejan invariante), unido a la creacion de la bal-
dosa basica utilizada a partir de la deformacion o descomposicion de
una figura poligonal. Los movimientos hacen que la baldosa trans-
formada vaya rellenando el plano sin dejar huecos.

e Creacion de un mosaico de cada tipo, partiendo Unicamente de una
baldosa poligonal y ciertas transformaciones en unos lados que se
llevan a los otros mediante traslaciones, giros o simetrias. Una vez
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disefiada la baldosa “figurativa”, se utilizan los movimientos corres-
pondientes para generar el mosaico. En estos mosaicos se dejan li-
bres los puntos iniciales de las transformaciones en los lados para
gue todo el mosaico se transforme al moverlos.

4.5.1. Escher. Divisidn reqular del plano nimero 4.

4.52 Escher Lagartos.

4.5.3 La Ajhambra. EX poligvion.

4.5.4 Escher. Divisidn regular del plano nimero 122

455 Escher Division regular del plano nimero 44

456 Escher Division requisr de! plano nimero 45 (Angeles y demonios]

4.5.7. Escher Division reguiar del plano nimero 55.

pimm

b3

p3mi

p231m

pd

pdm

P

Cuando entramos en cualquiera de los 34 mosaicos estudiados, tendre-
mMOos una nueva barra de enlaces en la parte superior que nos permitira despla-
zarnos a cualquier otro, pero solo de los realizados con la misma linea de —
analisis de mosaicos 0 mosaicos dinamicos-, que el que estamos viendo en
ese momento.

(2L [2e [om [om [ p2 |pee |pme |pmm | com | p3 |pomd [p3im | pd | pim | péz | ps [ pom |

Si deseamos pasar a uno de los del otro tipo podemos subir un nivel pa-
ra ir a la pagina 4.4 y desde alli ir al que queramos.

7.5. Complementos.

Para acabar, se han incorporado algunas secciones que incluyen infor-
macion util para el profesorado: enlaces a esta guia didactica y a la del alumno
y algunos documentos adicionales con bibliografia, direcciones de Internet o
una relacion de las personas que han colaborado en la elaboracion y mejora de
estos materiales didacticos.

Guia Didéctica. 22



La Simetria. José Antonio Mora

8.1, Instrucciones para la simulacion de los movimentos con Geogebra.,

5.2 Guia didactica

5.3 Evaluacion de la simettia axial (1° de ESQ).

5.4, Evaluacion de la simetria rotacional (3% de ESQ).

Eibliografia. 5.5. Bibltografia.

Internet 5.6. Direcciones de Internet
Mapa 5.7. Mapa de Ja web,

Agradec 5.8, Agradecimientos

En el apartado 5.1 tenemos una coleccién de instrucciones interactivas
una guia para que el profesor —y los propios alumnos-, para que puedan dise-
far sus propios applets que simulen los movimientos sobre una imagen pre-
viamente colocada sobre la pantalla de GeoGebra.

26)26)

511, Colocar una Imagen en ls pantalla.
]

%, ]
@ 5.1.2 La traslacion.
E 2

5.1.3 La simetria axial,

5.1.4 La rotacion.

5.1.5. la simetria con deslizamiento.

Las secciones 5.3 y 5.4 contienen dos propuestas de evaluacion que se
comentan en la siguiente seccion.
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Evaluacion
Se han disefiado dos colecciones de actividades para poder comprobar

el grado de adquisicion de los conceptos y destrezas de la simetria axial y rota-

cional.

El tipo de preguntas planteado es muy parecido a la secuencia de acti-

vidades de aprendizaje y en algunos casos se ha utilizado el mismo contexto.

‘ > < ‘ 531 Pregunia 1. Simeirias en l2s band f
e, ] % 5.4.1. Pregunia 1. Simeiria rol: en Ios simbolos.
E 532 Prequnta 2. Simetrias en las letras del T
e 9 542 Prequnta 2 Simetria ratacional en ef disefio gréfico
S
{,
:ﬁo 533 Prequnta 3 Simetiias en las baidosas de ceramica ‘
- - % 843 Pregunta 3 Las baldosas de cerdmica
@ 534 Prequnta 4 Simebias en logotipas
P
=3 = L 5.4.4. Pregunta 4. Forma simétrica de una dads.
Q@l 535 Prequnta 5 La simetriz en ls reja ¥
b AT m
| 5.4.5 Pregunts 5. La simetris en fa puerts v la flor.
; =L
¢ 7 s 5.3.6. Pregunta 6. Composicion de simetrias 1
0 5,468 Pregunta 6. Simetila rotacional en los
»( = 5.5.7. Pregunta 7. Simelrla y orientacion
3
L3564 547 Prequnta 7. Mosaicos con simetrla rotacional 2
TAY | 528 Prequta 8 Fies de simetris en los mosaicos 1
A e ko
ia rot
m 5.3.9. Pregunta 9. Ejes de simetria en los mosaicos 2. 2 A P s A 2
5310, Descargar Is hoja de 548 Descargar hojs de respuestas

cional,

Ademas de los contenidos matematicos de simetria axial y simetria rota-
las cuestiones planteadas en el modelo que se presenta intentan eva-

luar otros aspectos de la actividad matematica y de la ensefianza en general.

Evaluacién de los contenidos matematicos:

Especialmente los contenidos relativos a los movimientos en el plano

El analisis de relaciones y propiedades de figuras en el plano, el estudio
de los cuadrilateros.

Curiosidad e interés por investigar sobre formas, configuraciones y rela-
ciones geomeétricas.

Tanto en los contenidos seleccionados como en la forma de presentar

las cuestiones, también se evalian las competencias matematicas:

Competencia en comunicacion linguistica en la comprensién de los
mensajes en la formulacion y expresion de las ideas en preguntas de di-
ficultad creciente y también en la interaccion entre el lenguaje: natural y
el geométrico.

Competencia matematica en la capacidad para interpretar y describir la
realidad, la discriminacion de formas, relaciones y estructuras geométri-
cas y también en la determinacién de pautas de comportamiento, regula-
ridades e invariantes.

Competencia digital mediante la utilizacion a nivel usuario de los pro-
gramas de geometria dindmica. Esto permite a los estudiantes interac-
tuar sobre las imagenes y figuras propuestas y sus elementos carac-
teristicos, facilitando la posibilidad de analizar propiedades, explorar re-
laciones, formular conjeturas y validarlas.

Competencia cultural y artistica, ya que la simetria esta en la raiz de la
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expresion de las artes decorativas a lo largo de la historia de la humani-
dad y nos puede servir para apreciar la belleza en las creaciones de di-
ferentes culturas.

En el Anexo 1. Experimentacion se expone un informe mas detallado de

las caracteristicas de la experimentacion y de los resultados obtenidos con es-
tas pruebas de evaluacion del alumnado.
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9. Descripcion de los cdédigos utilizados. Técnicas
de construccion en los applets.

9.1.

Andlisis de mosaicos.

La forma elegida para hacer aparecer los elementos de simetria en los

mosaicos

consiste en activar una coleccion de interruptores que GeoGebra

llama casillas de tildado.

Elementos de simetrfa  [] Ejes de simetria [ Grupo de simetria

9.2.

1 1 1
d 5 i 1
[ centros de Rotacién :Cemro de Retacidn 2 41

Elementos de simetria k]es de S\metr%a Grupo de simetria
1 1
Vectores de trdslacion

[ vectores de traslacion

, P4y

[} ]
L A .
[ simetrias con deslizamiento ?'lmEil’I«S can qesllzarmento '

Los centros de rotacion se marcan en o | o !
distintas tonalidades de rojo y en distin- + ! (‘
tos tamafos dependiendo del orden de -3--% -
la simetria rotacional. & ' o ! o
Los ejes de simetria aparecen como ; :

una linea de puntos de color verde. e .
Los vectores de traslacion se repre- @ ' @ i o
sentan como dos vectores de color mo- ! '

rado con trazo discontinuo muy grueso. ' | N

Los ejes de simetria con deslizamien- e : e : e : '®
to se ven como lineas punteadas de

color amarillo. Normalmente también aparece ademas un vector pa-
ralelo al eje en color marrén, es el deslizamiento que hay que reali-
zar después de la simetria para que el mosaico vuelva a coincidir
consigo mismo.

El grupo de simetria (en azul) es el cédigo correspondiente al grupo
cristalografico segun la notacion simplificada que se expone en 4.3.

Construccion de mosaicos.

Una vez realizado el trabajo de analisis y catalogacion de cada mosaico,
se realiza un segundo estudio dentro del mismo applet, que se gobierna desde
el deslizador verde colocado en la zona superior izquierda de la pantalla. Parte
de una baldosa poligonal (cuadrado, triangulo, rectangulo, rombo o hexagono)
y puede verse sometido a dos tipos de transformaciones:

Guia Didactica.

La deformacion de algunos de los lados se lleva a los otros lados
mediante traslaciones, giros o simetrias. Para cada mosaico se re-
producen aqui algunas instantaneas que permiten hacerse una idea
del proceso. En los applets se puede ver la secuencia animada
completa, en la que cada parte se mueve de forma continua median-
te la isometria elegida en ese momento para construir la figura idea-
da por Escher: un hombre, un lagarto, un pajaro o un insecto.
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e Descomposicion de la baldosa en otras piezas mas pequefas, que
generan el disefio final cuando se unen a otras como ella si segui-
mos un determinado patrén de construccion.

1

Esta es una forma de estudiar los mosaicos que permite colocarse en la
posicion del creador de mosaicos. Todo parte de un poligono que rellena el
plano y se deforma de manera controlada para generar una figura que tenga
una apariencia de animal.

Una vez tenemos la nueva baldosa disefiada, se utilizan las isometrias
gue han aparecido en el analisis previo para generar nuevas baldosas iguales a
ella. A la figura del hombre azul se le imprimen dos rotaciones de 120° (amari-
llo) y 240° (rojo), para rellenar el plano alrededor del centro de giro. En el paso
siguiente, utilizamos dos vectores de traslacion con direcciones independientes
para mostrar que podemos rellenar el plano la figura compuesta por tres hom-
bres. Para acabar s6lo tenemos que repetir el proceso de traslacion de forma

i B

Partimos de una baldosa basica poligonal,

9.3. Mosaicos dindmicos.

un triangulo isGsceles, que tiene por vértices el e
centro y dos vértices de un triangulo equilatero. ®
Deformamos uno de los lados iguales y llevamos L

la linea producida con un giro de 120° al otro lado ®

que tiene el mismo tamairio. W Ver poligono base
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El paso siguiente consiste en lle-
var la baldosa asi creada al centro del
applet y utilizar las simetrias del mosai-
co para construir el mosaico completo.

En la parte inferior izquierda te-
nemos la posibilidad de modificar la posicion de algunos de los puntos, y com-
probar cobmo afecta el cambio a todas las baldosas y al mosaico completo.

o ® ™ Elementos simetria [ ] [ Elementos simetria

9.4. Otros iconos en los applets

_ La doble flecha en la parte superior izquierda recompone el
'“E_,,.ﬂ applet para que vuelva a la posicion original.

‘ Este deslizador se encuentra normalmente en la parte izquier-
| da del applet. Es el que activa la secuencia animada.
1

Icono en la zona inferior izquierda. Inicia la animacién automa-
[‘: tica del deslizador punteado de color verde.

i Icono en la zona inferior izquierda. Detiene la animacion au-
tomatica del deslizador punteado de color verde.
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Anexo 1. Experimentacion de los materiales. Re-
sultados obtenidos.

Las pruebas de evaluaciéon 5.3 y 5.4 de la Seccién 5. Complementos
han sido disefiadas para ser realizadas cuando la secuencia de aprendizaje
responde al trabajo realizado en la Seccién 2. Simetrias. La secuencia de pre-
guntas es semejante al trabajo que se hace en el material de aprendizaje.

Si el trabajo en clase se ha complementado con las investigaciones pro-
puestas en las secciones 3. Celosias y 4. Mosaicos, esta evaluacién deja de
tener sentido practico para conocer el nivel de consecucion de los objetivos por
parte de los estudiantes, ya que habran conseguido mucho mas que lo que se
evalla aqui. En ese caso es mejor analizar el resultado de las investigaciones y
el producto obtenido con esos trabajos.

a) Grupo ESTALMAT de la Comunidad Valenciana.

Una version muy reducida de estos materiales se ha experimentado con
los alumnos del proyecto ESTALMAT de la Comunidad Valenciana. Durante el
curso anterior los alumnos habian participado en dos sesiones de trabajo con
GeoGebra. En la primera aprendieron a instalar el programa y las primeras ide-
as basicas de manejo mediante el planteamiento de algunos problemas, y la
segunda se dedicé a la construccion de arcos en arquitectura (Ver Arranz,
2008).

La tercera sesion, ya en segundo curso se disefié con una pequefa par-
te de los materiales para el reconocimiento de los movimientos en el plano y su
aplicacion a los mosaicos. La duracion de la sesion fue de una hora y cuarto y
lo que se pretendia era aportar una forma de trabajar, y que después ellos pu-
dieran seguir los materiales en casa cuando quisieran. Para este grupo no se
pudo realizar evaluacion por cuestiones de tiempo.

b) Trabajo Monografico de Investigacion de 4° de ESO. IES San Blas
de Alicante.

Otra experimentacion con parte de los materiales se ha realizado con un
grupo de alumnos de 4° de ESO en la asignatura optativa Trabajo Monografico
de Investigacién, con un grupo de 14 alumnos que lo habian elegido entre va-
rias propuestas de trabajo. La mayoria de ellos ya conocia el programa Geo-
Gebra y habia trabajado con €l en clase de matematicas. Este tipo de asignatu-
ras tiene el inconveniente de contar s6lo con una hora semanal, por lo que no
puede tener una gran exigencia en el trabajo para casa. La ventaja es que
pueden mantener y ampliar las destrezas adquiridas en cursos anteriores, con
los programas de geometria dinamica y que han podido ampliar los trabajos
que iniciaron el curso pasado.

De varias propuestas de trabajo que se les ofrecieron al principio de cur-
so, la mayoria de los estudiantes eligio el trabajo con mosaicos, es posible que
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el profesor tuviera alguna influencia en la eleccién. Trabajaron con los movi-
mientos, generaron varios mosaicos, algunos de ellos mediante el analisis de
algun disefio de Escher o de la Alhambra y también alguno en forma dinamica,
partiendo de una baldosa con puntos variables que compone el mosaico a par-
tir de los movimientos de un determinado grupo cristalografico.

La evaluacion de los Trabajos de Investigacion se realizé en base al tra-
bajo desarrollado a lo largo del curso y al proyecto desarrollado.

c) Matematicas en 1°y 3° de ESO en el IES San Blas.

Durante el curso 2008-9 se ha realizado una experimentacién con dos
grupos: uno de 30 alumnos de 1° y otro de 22 alumnos de 3° de ESO del IES
San Blas de Alicante. Durante el tercer trimestre se utilizaron para el aprendiza-
je las pruebas de los materiales de la Seccién 2. Para ellos se disefi6 la colec-
cion de actividades de evaluacidon que se presenta en los materiales. Se intentd
utilizar, al menos en parte, los contextos de la fase de instruccion.

En general, los resultados se pueden considerar satisfactorios para la
mayoria de los estudiantes. En cuanto a la puntuacion obtenida por los alum-
nos, fue de 7.0 para los de 1° de ESO y 7.4 para los de 3° de ESO. La valora-
cion se hizo sobre 10 puntos. Se establecié mayor ponderacion para las ultimas
preguntas que son las de mayor dificultad. La diferencia de puntuacion es muy
pequefia teniendo en cuenta que son dos cursos de diferencia. Esto se puede
justificar porque el nivel académico del grupo de 1° es bastante bueno como lo
confirmaron los resultados finales del curso

Tanto para las sesiones de instruccion como para las de evaluacion se
cont6 con un aula de Informatica mévil compuesta por 20 ordenadores portéti-
les con el sistema operativo Linux, tenian instalado el navegador Firefox y el
programa GeoGebra. Se aprovechd la ocasion para animar a los alumnos de
los dos cursos para instalar estos programas en sus ordenadores personales
de casa.

Algun dia no se pudo utilizar el aula movil de informatica. La alternativa
consistié en trabajar con un portatil conectado a un cafidon de proyeccién. En
este caso, se planteaban las preguntas a la clase para que cada alumno las
pensara, escribiera sus respuesta en el cuaderno y después se organizaba un
debate con toda la clase.

A continuacion se relatan algunos comentarios que se han podido extra-

er de la revision de los cuestionarios propuestos para la evaluacion de los gru-
pos de mateméticas de 1°y 3° de ESO.
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Simetria Axial:

> ‘ 5.3.1. Prequnta 1. Simetrias en las banderas.
i,

E 532 Prequnts 2. Simetrias en las letras del abecedario,

5.3.3 Pregunts 3. Simetrias en las baldosas de cerdmica.

554 Prequntz 4 Simetrias en logotipos,

535 Pregunta 5. La simetria en la reja.

5.3.6. Prequnta 8. Composicidn de simetrias 1

5.3.7. Prequnta 7. Simetria i orentacion.

5.3.8 Prequnta 8. Fjes de simetria en los mosaicos 1.

559 Pregunts 9. Fles de simetta en Jos mossicos 2,

5.3.10. Descargar Iz hojs de respuestas

Pregunta

Comentarios

5.3.1

Es una actividad que introduce al alumno en la utilizacion de la simetria para el
disefio de figuras en un contexto que suele resultar familiar y atractivo para los
estudiantes.

La bandera que suele presentar mayor dificultad es la del Reino Unido porque
parece tener dos ejes de simetria que quedan anulados porque las lineas rojas
oblicuas no estan centradas en la banda blanca.

5.3.2

También esta situada en un contexto familiar para los alumnos. Es interesante
que primero conjeturen acerca de si las letras tendran ejes de simetria y que
so6lo después activen los interruptores que hacen ver los posibles ejes horizon-
tal y vertical.

Las letras O, H y X tienen los dos ejes de simetria, puede que algunos alum-
nos vean uno de ellos y no se lleguen a plantear el que pueda tener otro.

Tres de las letras que no tienen ejes de simetria: N, S y Z, se han elegido por
tener simetria rotacional. Es muy frecuente que los alumnos crean que tienen
simetria axial. Es de esperar que la presencia de las lineas de puntos que apa-
recen con los interruptores, les hagan reflexionar.

5.3.3

Se han elegido ocho disefios, de forma que estén representados todas las
posibilidades para las baldosas cuadradas: simetrias paralelas a los lados o
gue van a los vértices, y simetrias rotacionales de 6rdenes 2y 4.

Se ofrece como ayuda la posibilidad de dibujar las lineas que podrian ser ejes
de simetria. Cuando se activa el interruptor aparecen 4 segmentos que pueden
ser ejes de simetria de las figuras. Se pide determinar cuantos de ellos lo
seran.

La dificultad es baja por la ayuda proporcionada y la experiencia acumulada
con las preguntas anteriores. De todas formas, como en las demas actividades,
hay que dejar tiempo para que se manipulen las imagenes y se decidan las
soluciones.

5.3.4

Las cuestiones se refieren ahora a un nuevo contexto, mas abstracto, aunque
sigue siendo cercano al alumno. En este caso, no se dispone de ayuda adicio-
nal (como la posibilidad de mostrar ejes).

Los logotipos que plantearon dificultades son los que sélo tienen simetria rota-
cional, algunos alumnos tienden a creer que tienen simetria axial. También
presentaron problemas los disefios con tres ejes de simetria.

Guia Didactica.
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5.3.5

Con esta pregunta se pretende revisar las ideas que los alumnos han adquirido
sobre el concepto de simetria y como las relacionan con otras ideas geométri-
cas. Si en las preguntas anteriores el lenguaje era de tipo visual y la pregunta
muy concreta, a partir de ahora presentan una dificultad afladida que proviene
de la utilizacion del lenguaje geométrico para describir situaciones y establecer
relaciones.

Para responder a las preguntas, los estudiantes pueden basarse en la obser-
vacion de la figura y ademas disponen de los applets en los que pueden modi-
ficar los elementos. Solo es posible mover el punto de color azul.

Una de las mayores dificultades de estas cuestiones reside en la comprension
de la propia pregunta. Se han realizado de forma intencionada para estudiar el
grado de comprensién que tiene el alumno en este tipo de mensajes. Es mas,
en algin caso dos preguntas son muy parecidas, y en ellas s6lo cambia la
redaccion, es el caso de los apartados d) y f), en los que se desea que los
puntos tracen dos lineas paralelas, y paralelas a su vez al eje de simetria, pero
la formulacion es distinta.

La pregunta g) puede ser engafiosa, si se coloca el punto azul sobre el seg-
mento que une Py Q, el punto azul coincidird con el rojo, pero la respuesta no
es correcta porque se puede colocar en esos puntos y en cualquier otro del eje
de simetria.

5.3.6

Se quiere comprobar si los alumnos relacionan las ideas de simetria axial y la
rotacion. Para los alumnos de 1° de ESO estas preguntas tuvieron bastante
dificultad.

5.3.7

Se plantea el problema del cambio de orientacion provocado por la simetria. Al
principio se pregunta para tres casos particulares, con el fin de que el estudian-
te vea que en algunos casos se puede pasar de una figura a otra mediante
traslaciones (al mover el punto A) y rotaciones (al hacer girar B alrededor de A)
como ocurre en el apartado b. En cambio, en otros casos es imposible pasar
de una a otra (apartados a y c).

Las dos Ultimas preguntas intentan ir méas alld y plantean cuestiones sobre la
relacion entre la paridad del nimero de simetrias realizadas y la posibilidad de
pasar de una figura a otra. Fueron mucho mas dificiles de responder que las
anteriores, porque requieren un pensamiento mucho mas abstracto y la reali-
zacion de generalizaciones.

El trabajo que se les pide aqui es distinto a todo lo que se ha hecho hasta este
momento. Ya no pueden mover puntos o banderas, porque es el mismo eje de
simetria lo que han de modificar y comprobar si el mosaico simétrico coincide
con el original.

Los mosaicos b) y ¢) resultaron mucho mas dificiles.

A la actividad anterior se le afiade una nueva dificultad al no disponer del eje
de simetria deben realizar las transformaciones con su imaginacion.

Muchos alumnos asignaron ejes al mosaico b).

Las preguntas en las que se pide dibujar la trama de ejes de simetria se han
afnadido después de la experimentacion por lo que no se tienen resultados.
Teniendo en cuenta la experiencia con los alumnos, resulta una pregunta mas
adecuada para el alumnado de 3° que para los de 1°.

.= v
Z S E— by

Guia Didactica.

32




La Simetria. José Antonio Mora

Simetria Rotacional:

541 Pregunts 1. Simetria rotacional en los simbolos

5,42 Pregunts 2. Simetria rotacions! en el disefio gréfico,

5.4.3 Prequntz 3. Las baldosas de ceramica.

5.4.4 Prequnts 4. Forma simétrica de una dads.

5,45 Prequntz 5. La simetria en la puerta i Ia fior.

5,46 Prequntz 6. Simetria rotacional en los mosalcos.

5,47 Prequntz 7. Mosaicos con simettia rotacional 2.

5.4.8 Prequntz 8. Mosaicos con simetria rotacional 3.

5,49 Descargar hoja de respuestas

Pregunta

Comentarios

5.4.1

El contexto resulta familiar y atractivo para los estudiantes. Sélo se presentan
figuras con simetria rotacional de orden 2 o sin simetria rotacional (orden 1).

Los simbolos que no tienen simetria rotacional han sido seleccionados entre
los que tienen simetria axial, para que den a los alumnos la sensacién de “te-
ner cierta simetria”. Se persigue que discriminen entre los dos tipos de simetria

5.4.2

Se combinan los logotipos de empresas y los simbolos que se insertan en las
banderas

Se vuelve a presentar la discriminacion entre los dos tipos de simetria en el
caso de la figura c) que no tiene simetria rotacional aunque si tiene simetria
axial.

La figura e) tiene simetria rotacional de orden 2 aunque la parte negra caera
sobre la blanca y viceversa, el enunciado ya ha advertido de esa posibilidad.

5.4.3

En este caso, ya no se proporciona la ayuda del deslizador que gira la baldosa.
A esto se afiade el que se proponen figuras que poseen simetria axial y rota-
cional, algunas solo tienen una de ellas y otras tienen de los dos tipos. Las
Unicas que sélo poseen simetria rotacional son c) (orden 2) y e) (orden 4). Las
colocadas en los apartados b) y h) tienen simetria rotacional de orden 2 por
tener dos ejes de simetria axial perpendiculares. El azulejo del apartado d)
tiene simetria rotacional de orden 4 y cuatro ejes de simetria axial.

5.4.4

Esta pregunta se afiadié posteriormente. No pudo ser evaluada.

5.4.5

Con esta pregunta se pretende revisar las ideas que los alumnos han adquirido
sobre el concepto de simetria rotacional y como las relacionan con otras ideas
geomeétricas: direcciones, rectas, puntos invariantes

Una de las dificultades de estas cuestiones reside en la comprension de la
propia pregunta. Se han realizado de forma intencionada para estudiar el grado
de comprension que tiene el alumno en este tipo de mensajes

Las que tuvieron mas errores: a) y d). Las dificultades venian de la compren-
sion de la frase con la que se les formula la pregunta.

5.4.6

La posibilidad de que los mosaicos puedan girar sera de gran ayuda en esta
primera cuestion con mosaicos.
La mayor cantidad de errores se produjo en los puntos B2y C2

5.4.7

Esta prueba es del mismo tipo que la anterior. Presenta la dificultad adicional
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de no disponer de la imagen girada del mosaico.
La mayor cantidad de errores se produjo en los puntos A2 y C2

5.4.8

Los mosaicos con simetria rotacional de varios érdenes (c, d y e) resultaron
mucho mas dificiles. El f) tuvo menos errores. Puede ser debido a que, al no

tener figuras que distraigan la atencién, es mas facil encontrar las simetrias
rotacionales.

En las paginas siguientes se adjuntan las hojas de respuestas y las plan-
tillas de correccion para cada una de las evaluaciones:

Guia Didactica.
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Evaluacion de la Simetria Axial.
Hoja de respuestas

Nombre y apellidos..........coooiii i Curso................

En todas las imagenes debes tener en cuenta que al realizar una simetria no importa el
color de las figuras, sélo la forma de las figuras representadas.

1. Banderas 2. Letras 3. Baldosas | 4. Logotipos
Ejes Ejes Ejes Ejes Ejes

a) Austria A M a) a)

b) Canada B N b) b)

c) India C @] C) C)

d) Islandia E S d) d)

e) Jamaica F X e) e)

f) Reino Unido H 4 f) f)

g) Marruecos K 0) 0)

h) Tunez h) h)

5. Simetria en el | 6. Composicio- | 7. Orienta- | 8. 9.

jardin. nes cion Mosaicos 1 | Mosaicos 2
V/IF V/IF VIF Cant Cant

a) a) a) a) a)

b) b) b) b) b)

c) c) C) c) c)

d) d) d) d)

e) e)

f) f)

9)
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Evaluacion de la Simetria Axial
Plantilla de correccién

Nombre y apellidos. ... ..o Curso................
1. Banderas 2. Letras 3. Baldosas | 4. Logotipos
Ejes Ejes Ejes Ejes Ejes
a) Austria 2 |A v | M v a) 4 a) 3
b) Canada 1 |B h |N - b) 0 |b) 0
c) India 2 |C h |O vh |c) 2 C) 1
d) Islandia 1 |E h |S - d) 1 d) 2
e) Jamaica 2 |F - X vh |e) 0 e) 2
f) Reino Unido 0O |H vh | Z - f) 0 f) 0
g) Marruecos 1 | K h 0) 1 Q) 3
h) Tunez 1 h) 2 h) 3
5. Simetria 6. Composicio- | 7. Orienta- 8. 9.
en el jardin. nes cion Mosaicos 1 | Mosaicos 2
VIF VIF VIF Cant Cant
a) F a) F a) F a) 2 a) 3
b) Vv b) F b) V | b) 3 b) 0
C) \% C) \% C) F C) 6 C) 2
d) F d) F o |d) 2 d) 6
e) Vv e) Vv
f) \% f) Impar
9) F
Tramas de los mosaicos. Preguntas 8y 9
8 a) 8 b) 8¢c) 8 d) 9a) 9 b) 9¢) 9d)
: No |-
tiene
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Evaluacion de la Simetria Rotacional

Hoja de respuestas

En todas las imagenes debes tener en cuenta que al realizar una rotacion no importa el
color de las figuras, sélo la forma de las figuras representadas.

1. Simbolos 2. Logotipos 3. Baldosas
Simb | Ord | Ang | Simb | Ord | Ang Ord | Ang Ord | Ang
A M a) a)
Carta N b) b)
O C) C)
€ % d) d)
# X e) e)
H z f) f)
! 9) 9)
h)
5. Forma 6. Puerta y flor
V/IF V/IF
al) a)
a2) b)
b1) C)
b2) d)
cl) e)
c2) f)
7. Mosaicos 1 8. Mosaicos 2 9, Mosaicos 3
Punto | Orden | Punto | Orden Ordenes
A2 A2 a)
B2 B2 b)
C2 C2 C)
D2 D2 d)
E2 E2 e)
F2 F2 f)
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La Simetria. José Antonio Mora

Evaluacion de la Simetria Rotacional
Plantilla de correccion.

Nombre y apellidoS.......c.coovv i e e (101 (=10 I
1. Simbolos 2. Logotipos 3. Baldosas
Simb | Ord | Ang | Simb | Ord | Ang Ord | Ang Ord | Ang
A 1 |360° M 1 |360°)a) | 3 [120°| a) 4 | 90°
Carta | 2 |180° N 2 |180°| b) | 2 |180°| b) 2 |180°
2 180° @) 2 180° | c) 1 |360°| c) 2 | 180°
€ 1 |360°| % 2 |180°| d)y| 5 | 72° | d) 1 |360°
# 2 180° X 2 180° | e) 2 |180°| e) 1 | 360°
H 2 180° 4 2 180° | f) 2 |180°| 1) 4 90°
! 1 |360° g) | 3 |[120°| Q) 1 |360°
h) 2 | 180°
5. Forma 6. Puerta y flor
V/IF V/IF
al) Vv a) V
a2) F b) \Y%
b1) F c) \%
b2) F d) F
cl) Vv e) Vv
c2) Vv f) Vv
7. Mosaicos 1 8. Mosaicos 2 9, Mosaicos 3
Punto | Orden | Punto | Orden Ordenes
A2 2 A2 4 a) 3
B2 1 B2 2 b) 2
c2 3 C2 1 c) 2,y 4
D2 6 D2 2 d) 2,3y6
E2 1 E2 2 e) 2,3y6
F2 2 F2 1 f) No tiene
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